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UvoD

Udzbenik Matematika za studente arhitekture i dizajna namijenjen je stu-
dentima Studija arhitekture i urbanizma te studentima Studija dizajna
za ulenje i polaganje kolegija Matematika te Matematika 1 i 2 na
Arhitektonskom fakultetu Sveucilista u Zagrebu. SadrZaj je podijeljen
u 6 poglavlja: Vektori, Analiticka geometrija, Elementarne funkcije,
Limesi, Derivacije i Integrali. Drugo poglavlje ima i dodatak PoveZimo
analiticku i nacrtnu geometriju u kojem su pojedine zadace rijeSene
metodama nacrtne geometrije. Dakle, obradeni su standardni sadrZaji
koji se predaju na tehnickim fakultetima, ali prilagodeni satnici na
Arhitektonskom fakultetu Sveucilista u Zagrebu te je viSe stavljen
naglasak na primjenu i vizualizaciju sadrzaja, a manje na formalni
matematicki rje¢nik i dokaze. Svako poglavlje zapo¢inje motivacijom,
zatim slijedi kratki teorijski uvod te rijeSeni primjeri i zadatci. Tekst je
popracen s preko 100 slika napravljenih u digitalnom alatu Geogebri.
U prvom poglavlju uveden je pojam vektora te su definirane operacije
s vektorima i to zbrajanje vektora, mnoZenje realnog broja i vektora te
skalarni, vektorski i mjeSoviti produkt vektora.

U drugom poglavlju koriste se algebarske metode za rjeSavanje ge-
ometrijskih problema. Pomocu vektorskog rac¢una izvodi se jednazba
pravca i ravnine te se proucavaju medusobni odnosi i poloZaji pravaca
i ravnina u prostoru. Za svaki zadatak najprije je graficki prikazano
prostorno rjeSenje, a zatim je dano algebarsko rjeSenje.

U dodatku drugom poglavlju, pojedine zadace su rijeSene i metodama
iz nacrtne geometrije te studenti mogu usporediti i rijesiti iste zadace
na dva nacina.

Trece poglavlje posveceno je osnovnim elementarnim funkcijama. Za
svaku funkciju nacrtan je njen graf te su navedena osnovna svojstva.
Na kraju ovog poglavlja nalaze se kratki zadatci za vjeZbu.

U cetvrtom poglavlju definiran je pojam grani¢ne vrijednosti ili limesa
funkcije te su navodena svojstva limesa i pravila za ra¢unanje osnovnih
limesa.

U petom poglavlju definiran je pojam derivacije te je preko derivacije
opisano ponasanje funkcije. Ovdje je takoder navodeno L'Hospitalovo
pravilo za ra¢unanje limesa funkcija.

U zadnjem poglavlju definirani su neodredeni i odredeni integral te
se uce tehnike ra¢unanja istih. Ovdje je naglasak stavljen na ra¢unanje
povrsina ravninskih likova omedenih grafovima nekih funkcija te na



UvVOD

ra¢unanje volumena rotacijskih tijela koja nastaju rotacijom grafova
funkcija oko osi x ili y.

Nadamo se da ¢e ovaj udZbenik pribliziti matematicki sadrZaj i olak-
Sati njegovo razumijevanje studentima navedenih profila te omoguéiti
primjenu u geometrijskim i konstrukcijskim kolegijima.

Na kraju, iskreno se zahvaljujemo nasim recezenticama izv. prof. dr.
sc. Slavici Iveli¢ Bradanovi¢, prof. dr. sc. Emi Jurkin i doc. dr. sc. Ivi
Kodrnji na konstruktivnim sugestijama i komentarima koji su doprini-
jeli poboljsanju udZbenika.

Autori
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VEKTORI

Definicija 1: Orijentiranu duzinu s krajnjim to¢kama kod kojih raz-
likujemo pocetnu i zavrsnu tocku zovemo vektor. Pocetna tocka je
pocetak vektora, a krajnja tocka kraj vektora.

Slika 1.0.1: Prikaz vektora

Vektor ¢iji je pocetak tocka A, a kraj to¢ka B, A # B, oznacavat ¢emo

AB. Vektor ¢iji je pocetak tocka B, a kraj tocka A, nazivamo suprotni
vektor vektora AB i oznacavamo ﬁ Duljina vektora je udaljenost
izmedu njegove pocetne i krajnje tocke i to je pozitivan realan broj
kojeg nazivamo modul ili norma vektora i ozna¢avamo ‘zﬁ |. Vidimo
daje |AB| = |BA|.
Smjer vektora je odreden pravcem na kojem leZi vektor. Pravac p,
odreden je tockama A i B i sadrZi vektor ﬁ, pa kaZzemo da je pravac
p nositelj vektora AB. Za vektore koji leze na paralelnim pravcima
kazemo da imaju isti smjer ili da su kolinearni (oznaka ||). U suprot-
nom sluc¢aju govorimo o nekolinearnim vektorima.
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Slika 1.0.2: Pravac nositelj vektora

Kako bismo potpuno odredili vektor, osim njegove duljine i smjera
moramo poznavati i njegovu orijentaciju. Nacrtajmo pravac p te na
njemu istaknimo 3 tocke A, B i C takve da je tocka B izmedu A i C.
Vektori zﬁ, AC i BC su medusobno jednako orijentirani, a vektori BA

i EE su medusobno suprotno orijentirani.

Slika 1.0.3: Vektori suprotnih orijentacija

Definicija 2: Vektor je odreden svojom duljinom, smjerom i orijenta-
cijom, odnosno, kaZemo da su dva vektora jednaka ako se podudaraju
po duljini, smjeru i orijentaciji.



VEKTORI

Primjer 1. Vektori zﬁ i CB sa slike 1.0.4 imaju isti smjer, ali su suprotno

orijentirani i imaju razlicite module. Vektori AD i ]% imaju razlicit smjer i
orijentaciju, a isti modul.

D _C

Slika 1.0.4: Zadani elementi Primjera 1

Kriterij za jednakost vektora

Vektori 1@ i IY jednaki su ako i samo ako je ¢etverokut ABCD
paralelogram.

Dokaz: = Neka su vektori 1@ i lf jednaki. Tada su im pravci nositelji
paralelni i vrijedi da je |AB| = |DC], a to je dovoljno da &etverokut
ABCD bude paralelogram.

< Neka je cetverokut ABCD paralelogram. Tada su nasuprotne
stranice AB i DC paralelograma paralelne i jednake duljine, a kako su
i orijentacije vektora ABiDC jednake, onda su to jednaki vektori. [J

D C

>

A B

Slika 1.0.5: Kriterij za jednakost vektora

Temeljni stavak o vektorima
Neka je O bilo koja to¢ka prostora i neka je zﬁ vektor. Tada postoji
jedinstvena toc¢ka P prostora za koju OP = AB.
Dokaz: Dokaz ove tvrdnje slijedi iz ¢injenice da postoji samo jedna
tocka P prostora takva da je ¢etverokut OPBA paralelogram. Onda

je O? — AB. Time smo pronasli vektor jednak pocetnom koji ima
pocetak u unaprijed zadanoj to¢ki O.0

11
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A 0]

Slika 1.0.6: Nano$enje vektora u tocku

S obzirom na gornji stavak, prirodno je vektore oznacavati bez
isticanja pocetne i krajnje tocke, jednim simbolom npr. 7.
Vektor kojemu su pocetak i kraj u istoj toc¢ki zovemo nulvektor i
oznacavamo 0 . Nulvektor ima duljinu 0 te nema smjer ni orijentaciju.
U ravnini postoje najvise dva nekolinearna vektora. Pretpostavimo
dasu @ i b dva nekolinearna vektora te ih nanesimo s pocetkom

u tocki O. Tada kaZemo da vektori Cﬂ) i Cﬁ razapinju (odreduju)
trokut OAB i paralelogram OACB.

S

ST

Slika 1.0.7: Nekolinearni vektori 4 i b
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Qi
b

Slika 1.0.8: Paralelogram i trokut razapeti s dva nekolinearna vektora

Komplanarni vektori su vektori koji pripadaju istoj ili paralelnim

ravninama. U suprotnom kaZemo da su vektori nekomplanarni.
Ocito je da su kolinearni vektori nuzno komplanarni.
U prostoru postoje najviSe tri vektora koji nisu komplanarni. Tri
nekomplanarna vektora 7,07 razapinju (odreduju) trostranu
piramidu OABC, ¢etverostranu piramidu OADBC i paralelopiped
OADBCA'D'B'.

Slika 1.0.9: Trostrana piramida razapeta s tri nekomplanarna vektora

D

Slika 1.0.10: Cetverostrana piramida razapeta s tri nekomplanarna vektora

13
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2D

Slika 1.0.11: Paralelopiped razapet s tri nekomplanarna vektora

1.1 ZBRAJANJE VEKTORA

Definicija 3: N§<a su zadani vektori 7 i b te tocke O, A i B takve da
je 7 =0Ai b = AB. Zbroj vektora 4 i Bje vektor ¢ = OB. Ovaj
nacin zbrajanja vektora naziva se pravilo trokuta.

Slika 1.1.1: Zbrajanje vektora pravilom trokuta

Vektore moZemo zbrajati i po pravilu paralelograma. Zbroj vektora
i=0Aib=0B je dijagonala paralelograma ¢ = OC.



1.1 ZBRAJANJE VEKTORA

Slika 1.1.2: Zbrajanje vektora pravilom paralelograma

Za zbrajanje viSe od 2 vektora koristimo pravilo nadovezivanja,
vidi sliku 1.1.3. Svaki sljedeéi vektor u nizu postavlja se tako da
mu je pocetak u krajnjoj tocki prethodnog vektora. Na slici 1.1.3 je

N Y g
g = a1 + az + az + a4 + as.

Slika 1.1.3: Zbrajanje nadovezivanjem

Zbrajanje vektora ima sljedeca svojstva:

L (F+ D)+ =T +(0 +7)
(asocijativnost zbrajanja vektora)
7T+0=17

3. za svaki vektor 4 postoji vektor 7 takav da je

%
=+ ad=0
a_f - suprotni vektor vektora 7 (oznacavamo ga —7)

- =
T+ b=b+7

(komutativnost zbrajanja vektora).

15



16 VEKTORI

Svojstva zbrajanja vektora su prikazana na sljede¢im slikama:

D

—
[SIRNSTE
+ +
—
&t

A

Slika 1.1.4: Asocijativnost zbrajanja vektora

Slika 1.1.5: Komutativnost zbrajanja vektora

A a B
D —da C

Slika 1.1.6: Suprotni vektori

Oduzimanje vektora je zbrajanje sa suprotnim vektorom. Vektor
%

@ + (— b ) krace oznatavamo @ — b i nazivamo razlika vektora @

ib.

Primjer 2. Primjer vektorske velic¢ine jest sila jer uz iznos, silu odreduju
tocka u kojoj djeluje (hvatiste), pravac na kojem djeluje (smjer), te njezina
orijentacija. Opcenito ¢emo rezultantnu silu dobiti kao vektorski zbroj kom-
ponenti. Pritom ¢emo upotrijebiti pravilo trokuta ili pravilo paralelograma.



1.2 MNOiEN]E REALNOG BROJA I VEKTORA

Fr

—

|

Slika 1.1.7: Zbrajanje sila

Slika 1.1.8: Zbrajanje sila istog smjera

1.2 MNOiEN]E REALNOG BROJA I VEKTORA

MnozZenjem realnog broja (skalara) A i vektora 7 dobivamo vektor
Ad zadan na sljede¢i nacin:

. AkojeAinlije?z6>,ondaje/\7:6>

¢ Akoje A > 0, onda je vektor AT jednako orijentiran kao i vektor
7, a ako je A <0, vektori 7iAT7 su suprotno orijentirani, za
-
svaki a" # 0

e Vektora A7 ima duljinu [A 7’| = |A||7].

%
Neka su A i p realni brojevi te @i b vektori. Operacija mnoZenja
skalara i vektora ima sljedeca svojstva:

e M@+ 0)=AT+AT
e A+ T =27 +ud
o (A)d =Aud).

Jedini¢ni vektor vektora 7@’ # 0 vektor je istog smjera i orijentacije

kao vektor 7 ¢iji je modul 1 i oznacavamo ga s ag. On je jednak
— 1 —

_)
a =g 4 = ﬁ Ima isti smjer i orijentaciju kao i vektor 7.
Zadatak 1. Na slici 1.2.1 prikazan je pravilan Sesterokut ABCDEF sa
sredistem u tocki S. Neka je G poloviste stranice BC i H poloviste stranice

@. Oznacimo vektore AB i Eﬁ s 7t i 7. Izrazite vektore /ﬁi, Cﬁ, zﬁ,
GH i GE preko vektora i,

17



18 VEKTORI

E oD
H
F S C
w
G
m
A B
Slika 1.2.1: Zadani elementi Zadatka 1
Rjesenje:
FE oD
H
F S c
w
G
m
A B

Slika 1.2.2: RjeSenje Zadatka 1

Najprije ¢emo naci vektor
l%—C ‘?:—W%—n Sad]e
AH = 7+ -1 @ W+ + i~ +7) =1l +37,

GS = lﬁ ﬁ+n —mt+ 17,
zﬁ W+21¥ W+2 W+ W) = +27,
GH = n—|— 16D = +3(- w4+ = %W—i—ﬁ),

GE = %_> ﬁmﬁ_ %_> (W) = 20+ 17



1.3 LINEARNA KOMBINACIJA VEKTORA

%
Zadatak 2. U pamlelog_r)amu PQORS je 1@ =27 i ﬁ = b. Tocka T je
takva da vrijedi PT =20 Akose pravci PR i QS sijeku u tocki X, a %zvci
RS i QT u tocki Y, prikaZite vektore ﬁ, PY , @)/ i XY pomocu Tib.

RjeSenje:

P a a Q

Slika 1.2.3: RjeSenje Zadatka 2

Primijetimo najprije da je ¢etverokut SQRT paralelogram, pa se
dijagonale SR i QT raspolavljaju.

TR—Té+SB——1 427,

1.3 LINEARNA KOMBINACIJA VEKTORA

Definicija 4: Ako su a_f, eee, Ei vektorii Aq,..., A, skalari, onda vek-
tor @ = Ala_f + -4 )\nﬁ nazivamo linearna kombinacija vektora

19



20 VEKTORI

a_f, s, Ez s koeficijentima Ay, ..., A,. KaZemo jos da je vektor 7

rastavljen (razvijen) po vektorima a_f, ., Ez.

Mi éemo ovdje promatrati dvodimenzionalan i trodimenzionalan
vektorski prostor te éemo istraziti vezu izmedu algebarskog pojma
linearne kombinacije vektora i geometrijskog pojma kolinearnosti i
komplanarnosti vektora.

— . =

Neka je @ # 0ib vektor koline_a}ran s vektorom 7. Tada postoji
jedinstveni reagﬁ broj a takav daje b = 0.

Ako je vektor b jednako orijentiran kao i vektor 7, onda jea>0.U

suprotnom je a < 0.

S

=1

i

Slika 1.3.1: b=ad, a>0, I =a'd, o' <0

%
Neka je (7, b ) uredeni par nekolinearnih vektora. Tada za svaki

—
vektor ¢, koji je komplanaran s Tib, postoji jedinstveni uredeni
par realnih brojeva (a, B) takav da je

Umjesto dokaza pogledajmo sliku 1.3.2:



1.3 LINEARNA KOMBINACIJA VEKTORA

Slika 1.3.2: & = ad 4 Bb

Nanesimo vektor ¢ s pocetkom u toc¢ki O te sad imamo da je
= Cﬁ Pocetkom vektora ¢ povucimo pravac p paralelan s vekto-
rom @, a krajem vektora < pravac g paralelan s vektorom b . Kako
pravci p i g nisu paralelni, sijeku se u tocki P. Sad je OC = 0P + 138,
gdje je vektor OP kolinearan s vektorom 7 pa se moZe zapisati kao
O% —a7,a e je kolinearan s vektorom 7 pa se moZe zapisati kao
lﬁ = ,B? Vektor ad + /B? zovemo linearna kombinacija vektora

%
Tibs koeficijentima a i .

%
Neka je sad (7, b, ?)) uredena trojka nekomplanarnih vektora.

Tada za svaki vektor 7 postoji jedinstvena uredena trojka realnih
brojeva (a, B, y) takva da je

Umjesto dokaza pogledajmo sljedece slike:

21



22 VEKTORI

-

Slika 1.3.3: Nekomplanarni vektori (7, b, ) i vektor d

Nanes1mo vektore s poc¢etkom u istu tocku O. Neka ]e T = OA,
= @ 7 =0Ci 7 OD. Vidimo da vektori @ i b odreduju

ravninu 77 te da vektor ¢ ne lezi u toj ravnini. Tockom D povucimo
pravac paralelan s vektorom ", On ravninu 77 probada u to¢ki D’.

Slika 1.3.4: d = ad + ,BE +9C

—  — —
Sad je OD = OD' + D’D_)Po prethodnom je slu¢aju OD’
T+ B b, akakoj ]e vektor D’ D kohnearan s vektorom ¢, moZemo

ga naplsatl kao ’y . Vektor a7+ B b +97¢ zovemo linearna kom-
binacija vektora 7, b iTs koeficijentima «, B i 7.

Sad ¢emo bez dokaza navesti dva teorema koja nam daju karakteri-
zaciju kolinearnosti i komplanarnosti vektora.
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Teorem 1. Duva vektora @ i b kolinearna su ako i samo ako postoji broj
—
x €R takavdaje b =aa.

Teorem 2. Tri vektora 7, i komplanarna su ako i samo ako se svaki
od njih moze prikazati kao linearna kombinacija ostalih dvaju.

Zadatak 3. Tocka C dijeli duzinu AB u omjeru 2 : 1. PrikaZite vektor oc
pomocu vektora Oﬁ i O?

Rjesenje:

@

Slika 1.3.5: RjeSenje Zadatka 3

To¢kom C povucimo pravac paralelan s vektorom OB koji vektor

Cﬁ sijee u tocki D. Dobivamo vektor lf kolinearan s 6§ 1z sli¢nosti

. v s %_zﬁﬁ_zj

trokuta ADC i AOB zakljutujemo da je DC = 50Bi DA = 50A, 4.
OD = 10A. Slijedi da je

0C = 204 + 208

Zadatak 4. o
Neka su A, B i C vrhovi trokuta, @ = ﬁ b = AC i neka je T = AP

S iy . . g
orijentirana teZisnica trokuta. Rastavite vektor T u smjeru vektora Tilb.

Rjesenje: Nadopunimo trokut ABC do paralelograma ABDC.
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Slika 1.3.6: RjeSenje Zadatka 4

Sad imamo:

20 =7 +

_>
=7 = 7+ b.

TS

1
2
Zadatak 5.

DokaZite da se u paralelogramu dijagonale raspolavljaju.

Rjesenje: Oznatimo s E poloviste duzine AC, a s F poloviste duZine
BD. Moramo dokazati da je E = F, tj. OF = OF.

)

Slika 1.3.7: RjeSenje Zadatka 5



1.3 LINEARNA KOMBINACIJA VEKTORA

Sad je

cﬁ:ﬁ+ﬁ=ﬁ+%ﬁ:(ﬂ+%(ﬁ+ﬁ),

OF ~ OA+ AD + DF — OA+ AD + . DF
~ OA+ D + 3 (~AD + AB) = 0A+ , (4B + 4D),

pa je time tvrdnja dokazana.

Zadatak 6.
Neka je zadan pravilan tetraedar ABCD. Rastavite

N)
Il
sl

—> %
1. vektor visine D'D u smjeru vektora 7 = zﬁ, b = R i

ﬁ
2. vektor visine Dli3 stranice ABD u smjeru vektora = zﬁ, b =
ACiT = AD.

Rjesenje:

Slika 1.3.8: Zadani elementi Zadatka 6

25
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Slika 1.3.9: RjeSenje Zadatka 6

Dié=—7+7,
CD=-1+7,

D
2 1 — — 1 1—
ﬁ 1
U—1>:D1 :—574-?

1.4 BAZA I KOORDINATNI SUSTAV

U prethodnom poglavlju vidjeli smo da svaki vektor moZemo napisati
kao linearnu kombinaciju tri nekomplanarna vektora. Zbog toga
kaZemo da je trojka nekomplanarnih vektora baza u prostoru svih
vektora i da je taj prostor trodimenzionalan.

Isto tako ¢e uredeni par nekolinearnih vektora biti baza u prostoru
svih vektora koji su komplanarni s tim vektorima i taj je prostor
dvodimenzionalan.

Vektor razli¢it od nulvektora bit ¢e baza u prostoru svih vektora
kolinearnih s tim vektorom i taj je prostor jednodimenzionalan.



1.4 BAZA I KOORDINATNI SUSTAV

%
Neka je (7, b, ?) baza i neka je 7 vektor. Kao $to smo veé rekli,
tada se vektor 7 na jedinstven nacin moZe napisati kao
%
d =ad +Bb ++7.
Uredenu trojku (&, B, ) nazivamo trojkom skalarnih komponenata
vektorad ubazi (7', b, 7).

7

Zadatak 7. N
Neka je (7, i , ?)) baza. Odredite x i R tako da vektori
M=7+2b +3CiH = %7 + b +6x7C budu kolinearni.

Rjesenje: Kako su 7 i 7 kolinearni, vrijedi

1, — _
ST+ b +6xT = (7+2b +3?>>,

iz ¢ega slijedi sustav

LI
5=

1

1=2 = _

0= 5

6x—3oc:>x—1

= =1

_>
Dakle, # = 1@ + b +3¢Ci7 = 1.

Zadatak 8.

Neka je (7,7,?}) baza i neka su mt = 7—}—2?—{— °, W= 7%—2?
i 7 =27 + 57 +47 komplanarni vektori. PrikaZite vektor i kao
linearnu kombinaciju vektora i 7

RjeSenje: Uzmimo da je
m=ad +B7
> — —
@2+ T =a(V+27) 44 (27 455 +47).

Iz toga dobivamo sustav

1=28
2=a+5p
1 =2a-+4p.
Iz prve i druge jednadZbe dobivamo da je a = —3, B = 3. Kako

dobiveni a i B zadovoljavaju i tre¢u jednadzbu, slijedi da je
=17 +17.
— —
Neka je O tocka, a (7, b, 7) baza. Uredeni par (O, (7, b, 7))
zovemo koordinatni sustav, a tocku O ishodiste koordinatnog
sustava.

27



28 VEKTORI

Slika 1.4.1: Koordinatni sustav

Neka je (O, (7, ?, 7)) koordinatni sustav. Svaki vektor s pocet-
kom u to¢ki O nazivamo radijvektor.
Neka je T tocka. Njoj pridruZujemo vektor ot kojeg nazivamo
radijvektor to¢ke T u koordinatnom sustavu (O, (7, ?, ?))

T

Slika 1.4.2: Radijvektor totke T u koordinatnom sustavu (O, (@, b, E’))

Kako je (7, ?, ?) baza, onda se vektor (ﬁ na jedinstven nacin
moZe zapisati kao Ef —x7 + y? +27C, tj. vektoru &Z pridruZena
je trojka (x,y,z) skalarnih komponenata u bazi (7, ?, 7). Trojku
(x,y,2) za koju je Of = x4 + y b +2zC nazivamo trojkom
koordinata to¢ke T u koordinatnom sustavu (O, (7, 7, ?)) ioz-

nacavamo T(x,y, z).



1.4 BAZA I KOORDINATNI SUSTAV

Zadatak 9. Neka su (x1,Yy1,21) i (X2, Y2, 22) trojke koordinata tocaka Ty i T,
u koordinatnom sustavu (O, (7, b, ?)) Zapisite u danom koordinatnom

sustavu vektor Ty 1 5.

RjeSenje:

— 57 —
Neka su (ﬁ] = x17+y1 b +Zl7 i0T, = x27+y2 b +Zz?
%
radijvektori to¢aka T i T u koordinatnom sustavu (O, (7, b, ?))

Sad je vektor

T, = —OT; + 0T,

— —
=~ (Tt +207)+ (0@ +pb +27)
%
:(xz—x1)7—|—(y2—y1) b —F(zz—zl)T>

Zadatak 10. Neka su (x1,y1,21) i (X2,Y2,22) trojke koordinata tocaka T,

i Tp u koordinatnom sustavu (O, (7, b, ?)) PokaZite da poloviste P

stranice Ty, T, ima koordinate P (lezfo, ndve atz >

RjeSenje: Za odrediti koordinate tocke P moramo odrediti radijvek-
tor tocke P. Sad imamo da je

- 1 —
=x17+y1 b +Z17>+§ [(Xz—x1)7+(y2—y1) b +(Zz—Z1)?}

_>
_ x1+x27+y1+y2 b +21+22?.

2 2 2
Kako skalarne komponente radijvektora toc¢ke u bazi odgovaraju koor-

dinatama te to¢ke, dobivamo da P ima koordinate P (x];xz Y 1J2ry2 , 4 ;ZZ ) )

29
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Slika 1.4.4: Koordinate polovista duZine u koordinatnom sustavu

(o, @@,5, 5))

Zadatak 11. Neka su (x1,Y1,21), (X2,Y2,22) i (x3,Y3,23) trojke koordinata

tocaka Ty, Tp i Tz u koordinatnom sustavu <O, (7, b, ?)) Sli¢no kao

u prethodnom primjeru pokaZite da teZiste trokuta T T, T3 ima koordinate
T ( txetxs ntyetys zi+zr+z3
3/ 3 /3 :

RjeSenje: Za rijeSiti zadatak koristimo koordinate polovista iz pret-
hodnog zadatka te ¢injenicu da teZiste dijeli teZiSnicu u omjeru 2 : 1
od vrha.

Zadatak 12.

LeZe li tocke T1, T, i T3, zadane svojim koordinatama u nekom koordinatnom

- .
sustavu <O, 7, b, 7)), na jednom pravcu?

1. T1(1,-3,5),T2(2,7,1), T3(2, —4,3);
2. T1(2,3,-5), T2(4,2,-3), T5(3,3, —4).
Rjesenje: 1. Tocke leZe na jednom pravcu ako su vektori ﬁ i ﬁ

kolinearni, a po Teoremu 1 to vrijedi ako i samo ako se vektor T; T,
moZe zapisati kao T; Ih = Ty i3. Sad imamo

ﬁz(2—1)7+(7+3)7+(1—5)?:7+10?—4?,
TTo=(Q2-1)7 4+ (-443)0 +(3-5C =7 b —2

ol

Uvrstavanjem vektora u gornju jednakost dobivamo
— —
@108 —4T =a (@ - b —27)

iz Cega slijedi sustav



1.4 BAZA I KOORDINATNI SUSTAV

Vidimo da ne moZemo pronadi a takav da vrijedi gornja jednakost, sto
znadi da vektori nisu kolinearni i da zadane toc¢ke ne leZe na jednom
pravcu.

2. Sli¢éno kao pod 1. ra¢unamo

TiTh=(4-2)7+(2-3)T +(-3+5)7C =27 —

b
ﬁ:(3—2)7+(§—3)7+(—4+5)?:7—17+?.

N

Vidimo da je Ty Ty = 2Ty 13, tj. vektori Ty I i T1 T3 su kolinearni, pa
tocke Ty, T, i T3 leZe na istom pravcu.

Zadatak 13.
LeZe li tocke Ty, T, T3 i Ty, zadane svojim koordinatama u nekom koordinat-

%
nom sustavu (O, (7, b, ?)) u jednoj ravnini?
1. Ti(2,1,-2), o (4,4, —1), T5(4, -1, —1), Ta(4, —6, —1);
2. Tl(—l, 2, 1), TZ(O, —4,0), T3(1,0, —2), Ty (2, -2, l).

Rj eéenje: 1. Tocke Ty, T, Tz i T4 leZe u jednoj ravnini ako su vektori

T, 1T i Th Ty komplanarni, a po Teoremu 2 to vrijedi ako i samo
ako se jedan od njih moZe zapisati kao linearna kombinacija ostala

dva. Probajmo sad zapisati TiTh = aTyTs + BT T,. Sad imamo

ﬁ— 4-2 _>+(4—1)?+(—1+2)?:27+37+?,
T, = T4 (-1-Db +(-142)F =27 -20 +C,
ﬁ: 4-2)7 +(—6—1)7 F(-142)T =27 -7 + 7.
Uvrstavanjem ovih vektora u gornju jednakost dobivamo
27+37+?:a(z7—27+?)+ﬁ(27—77+?).

Izjednacavanjem vektora s lijeve i desne strane dobivamo 3 jednadzbe
S 2 nepoznanice:

2=2a+2p
3=-2a0-7pB
1=ua+8B
Iz 2. i 3. jednadZbe dobivamo f = —11ia = 2. Vidimo da dobiveni

« i B zadovoljavaju i prvu jednadzbu. To onda znaci da se vektor

T1T, moze zapisati kao TiT, = 2ThTs — Ty Ta pa su sva tri vektora
komplanarna i sve Cetiri tocke leZe u jednoj ravnini.
2. Sli¢éno kao pod 1. sad imamo

TTh=(0+1)7 +(-4-2)0 1 6
= (14 1)@ +(0-20 +(—2-1)C =27 -2
TTh=2+1)7 +(—2-2)0 +(
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32 VEKTORI

te dobivamo
— — —
@66 - T =a(2d-20 -37) +p(37 —47 ).
Iz gornje jednakosti slijedi sustav

1=20+3p
—6=—20—4B

1
—1=-83a=a=—.
4 1 3

Vracanjem dobivenog a u prvu jednadzbu dobivamo g = 3. Kako
dobiveni « i B ne zadovoljavaju drugu jednadzbu, tj. —6 # —3,
zaklju¢ujemo da se vektor ﬁ ne mozZe zapisati preko vektora ﬁ i
T1 T4, $to znadi da vektori nisu komplanarni.

1.5 SKALARNI PRODUKT VEKTORA

Kako bismo definirali skalarni produkt vektora najprije moramo defi-
nirati kut izmedu dva vektora. Uzmimo vektore @ 6} i 7 # 6} te
ih nanesimo s pocetkom u istu to¢ku O tako da je OA = TiOB=1.
Kut izmedu vektora @ i 7 je manji kut od dva kuta koji zatvaraju
polupravci p i g na kojima leZe vektori Tiv pa vrijedi da je

_>
0</(d,b)<m

Y1
T
L)

Slika 1.5.1: Kut izmedu vektora

Definicija 5: Neka su dani vektori T+ T i 7 #* T ineka je
Q= (7, ?) Skalarni produkt vektora @ i s je realan broj (ska-
lar)

7V = ||| T |cose.
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Ako je T =0iib = ﬁ, onda ¢ = 4(7,?) nije definiran pa
definiramo da je
_>
TV =0.
%
7 b

U literaturi cesto se koristi i oznaka za skalarni produkt.

Iz definicije slijedi da je

T = |77 |cos0 = | 7|2

= |7 =Va7
te daje
%
05 T
@[] b]

ﬁ
Za sve vektore @, b i C te svaki realan broj A, vrijede sljedec¢a
svojstva skalarnog produkta:

e

1. @b = b @ (komutativnost skalarnog produkta)
— —
2. (AD)D =AT D)

— —
3.(+b)¢ = @7C+ b ¢ (distributivnost skalarnog pro-

dukta prema zbrajanju vektora)
4. aa > 0.

Karakterizacija ok_(;mitosti dvaju vektori>
— —
Neka je @4 0ib # 0. Vektori @i b okomiti su ako i samo
ako je
—
7Y =0.

%
Dokaz: = Neka su vektori @ i b okomiti. Tada je skalarni produkt
jednak
— —
7Y = |7 |cos§ = 0.

— —
< Neka je sad @b :_(>). Kako je T+ Tib # 6>, oida mora
vrijediti da je cosZ (@, b ) = 0, iz Cega slijedi daje £(a, b ) = 3 1.
7LD.0

Zadatak 14. Neka je dan pravilan Sesterokut ABCDEF stranice duljine
2. Neka je G poloviste stranice BC i H poloviste stranice AF. Izratunajte

duljinu vektora AC te kut izmedu vektora HG i HE.

RjeSenje: Nacrtajmo pravilan Sesterokut ABCDEF sa srediStem u
tocki S te ozna¢imo vektore zﬁ i AF si.
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I D
F ) S C
o
H G
m
A B

Slika 1.5.2: Zadani elementi Zadatka 14

~ . PP . = .
Sve traZene vektore izrazit ¢emo preko vektora i jer znamo

da je 7| = | 7| =2teda je /(, ) = 2% pa moZemo izradunati
skalarni produkt M =22 cos%” = -2
E D
F oS c
H G
m
A B

Slika 1.5.3: RjeSenje Zadatka 14
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Najprije pronadimo vektor R = B% —FE=T + 7.
Sadje AC = AB + BC =7l + 7 + 1 =27 + 7. Ondaje

AC| = VACAC = \/ (27t + ) (27 + 77)
= \/4yﬁ|2+477+ |72 =v16—-8+4 =12 =2V3.

Time smo rijesili prvi dio zadatka.

Sad ¢emo vektore HG i HE izraziti preko vektora i, a potom im
izrac¢unati module. Dobivamo:

ﬁ:lﬁhﬁﬂf:—%%@%@%(ﬁ#?):%ﬁ,

ﬁ:ﬁ+ﬁ:§7+m7:m
pa je

\HC| = \HCHC = \/Zﬁﬁ:ﬁzs,

it it - (3 37) (1)

9
_ \/17\2+377+417\2: 6497

Kona¢no dobivamo

cos (HC, HE) HGHE _ 3l (it +3) _ 3uiwl +ul#

T HC|HE V7 3V7
_ ;'4;‘%(_2) - 3% =/ (fﬁﬁ) — 79.11°.

Zadatak 15. Neka je dan pmﬂn tetraedar ABCD duljine stranice 3.

Odredite duljinu vektora visine D'D te duljinu vektora visine le) stranice
ABD.

RjeSenje:
oy
Koristimo se zadatkom 6 gdje smo vektore T =DDivj = Dlﬁ
vel izrazili preko vektora 4" = AB, b = ACi ¢ = AD.
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Imamo da je
Sad dobivamo
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Zadatak 16. Neka je dan pravilan oktaedar ABCDEF duljine stranice 2.

Odredite duljinu vektora dijagonale FE te kut izmedu bocnih bridova i ravnine
ABCD.

Rjesenje:

F

Slika 1.5.5: Zadani elementi Zadatka 16

Uzmimodaje?zz@,?:zﬁi?:zﬁ.

F

Slika 1.5.6: RjeSenje Zadatka 16

Sad je

AS=_(T+7),

N =

paje
ﬁ:—zﬁhﬁ:—%(iﬁrﬁw?

FE—2St— -7 — b 427,
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Dobivamo

——
:\/77+ bb+47
:v@+4+m+aqzszz—4~22¢%§—4~22cwg
=V24+0-8-8=18=2V2,

48| = Z?Z?:\/1(7+?)(7+7)

:;\/4+2-2-2-c0s7;+4:\@

4 —

cos/ (ﬁ ﬁ) = ﬁ’ﬁ _ (%7—'—% b)? lac+ 3be
' |A3||AE| 212 NG

%'2'2'COS%+%'2'2'COS%_ 1 Q

2

22 V2
=/ <1@,1@> = %

Ovaj zadatak smo rijesili pomoc¢u skalarnog produkta, ali on se jednos-
tavno moze rije$iti i koriStenjem trigonometrije pravokutnog trokuta.

1.6 VEKTORSKA PROJEKCIJA

%
Neka je dan uredeni par vektora (7, b ). Trebamo nadi uredeni par

vektora (¥, /) takav da je
T=%+7, %7, VT =0 (1)

Na slici 1.6.1 ilustriran je slucaj kad vektori @i ? nisu kolinearni i
kad je uvjet ?7 = 0 ekvivalentan uvjetu okomitosti 7 i (jer ako
je vektor b kolinearan s vektorom 7, onda je 7 =¥ te je 7 = 6>).
Uzmimo sad netrivijalni slucaj kad je T # f Pretpostavimo da
je uredeni par (¥, /) rjeSenje danog problema. Iz uvjeta ¥ || 7 i
T #* I slijedi da postoji realan broj « takav da je Y =a7d. Sad
dobivamo da je

VB R =T —a?
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te

Time smo dokazali da ako problem (1) ima rjeSenje ( 7 7 onda je

nuZno
( \>
i =
=7 (Zt)=
- | a'|?
Vektor

5 (X, _ (TP 7 _ (TP "
“\I@e) " @) @ \Jer )"

%
zovemo vektorska projekcija vektora b na vektor @ . Broj

7b %—>
wp o mt

_>
zovemo skalarna projekcija vektora b na vektor 7. Apsolutna
vrijednost skalarne projekcije jednaka je duljini vektorske projekcije.

<y

L (ab\. [ab).
rT=\|\—Z-pla=|5]%
jaf* dl

T - vektorska projekcija vektora b na vektor @

B o A
z a
Slika 1.6.1: Vektorska projekcija
Zadatak 17. Neka je dan trokut ABC takav da je AB = 7l — R =

—
2t — W, || =2,| 7| =2, L(uf, W) = § Odredite vektor visine CC'

te duljinu tog vektora.

Rjesenje: Skicirajmo trokut ABC te mu oznacimo visinu CC’.
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Slika 1.6.2: RjeSenje Zadatka 17

Sad vidimo da je vektor AC/ vektorska projekcija vektora AC na
vektor 1@ pa idemo ga dobiti po prije izvedenoj formuli:

= /ﬁfﬁ?:(m—ﬁ)(m—zﬁ)@_m
&l (it = 3
_ 2w - -2 ﬁ+| e %>_z|712_3m>7+m|2

i IWIZ—MH 7

2-4—-3-2-2.-cosZ +4
N 4—2-2-2-cos§3—|—4 (nl =) = (W W) = (7 ).

Sad je

CC' = —AC+ AC = — (27 — )g(ﬁ—ﬁ)
:—27%+7+3W _—%(ﬁ+ﬁ),

|@|:J@@:\/1(7+ :\/ (FR+2m 7 + |7

\/i(4+2 2.2. cos§+4) V3.

_—>)
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1.7 PRAVOKUTNI KOORDINATNI SUSTAV

U Poglavlju 1.4 uveli smo pojam koordinatnog sustava. Definirali
smo ga kao uredeni par (O, (4, E, 5)), gdje je O bila neka to¢ka koju

smo zvali ishodiste koordinatnog sustava, a uredena trojka (4, E, C) tri
nekomplanarna vektora ¢inila je bazu koordinatnog sustava.
Sad ¢emo kao njegov specijalni slucaj definirati pravokutni ili Karte-
zijev koordinatni sustav. Njega je uveo René Descartes u 17. stoljecu,
¢ime je zapoceo razvoj koordinatnih sustava te omogucio proucavanje
geometrijskih tijela metodama analiticke geometrije i algebre.
KaZemo da su vektori 4, bic ortogonalni ako je ﬁLB, Alciblé.
Ako su vektori @, bi ¢ ortogonalni, onda nisu komplanarni pa ¢ine
bazu. Bazu ortogonalnih vektora zovemo ortogonalnom bazom. Ako
su vektori ortogonalne baze jos i jedini¢ni, takvu bazu zovemo orto-
normirana baza. Iz ortogonalne baze (4, B, ¢) jednostavno dobivamo
ortonormiranu bazu (%, ﬁ%\’ %) .
KaZemo da je koordinatni sustav (O, (@b, E)) pravokutan ako je
baza (d, E, C) ortonormirana. Koordinate to¢ke u pravokutnom koor-
dinatnom sustavu nazivamo pravokutnim koordinatama tocke. Or-
tonormiranu bazu oznacavat ¢emo (;,f, E), a pravokutni koordinatni
sustav (O, (Z:f,%))
Pravac tockom O na kojem lezi vektor i nazivamo x-os ili apscisa,
pravac tockom O na kojem leZi vektor j nazivamo y-os ili ordinata,
a pravac tockom O na kojem leZi vektor k nazivamo z-os ili aplikata.
Koordinatne osi odreduju koordinatne ravnine xy, xz i yz.

Na slikama 1.7.1 i 1.7.2. prikazani su radijvektor 07 tocke T i vektor

z@ u pravokutnom koordinatnom sustavu (O, (zf, E))
T'(z,y,2)

/ :IC;+

——ep T (,,0)

Slika 1.7.1: Radijvektor u pravokutnom koordinatnom sustavu
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)
i=AB=—-0A+OB
(ZL‘Z _’

— @) i+ (2 —y)] + (22— 21)k
a,j—i— ayf+ azE

B(:UQx Yo, 22)

Slika 1.7.2: Vektor u pravokutnom koordinatnom sustavu

Neka su sad dani vektori 4 = ax?—i— uy]_"—i— aZE ib= bxf—l— by]_"—l— bZE u

pravokutnom koordinatnom sustavu (O, (Zf,%)) Izra¢unajmo sad

- —

skalarni produkt ib pomocéu komponenata tih vektora u bazi (i,7,k).
Odredimo najprije skalarne produkte vektora baze:

it = |i]|i]cos0 = 1

N
oo w
77 = [ fleos

Iz toga slijedi da je

@b = (axi+ayj+azk) (bad + by + b:K) = acbx +ab, +azb,

il =dd = ay +ay + a2 = |d| = \/a} + a2 + a2,
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Zadatak 18. Neka su dane tocke A(—1,4,5), B(4,—3,1) i C(—1,0,4) u
pravokutnim koordinatama. Odredite duljinu vektora zﬁ te skalarni produkt
ABAC. Koliki j je kut izmedu vektora AB i AC?

RjeSenje: Odredimo najprije vektore

AB = (4+ 1)+ (-3 —4)j+(1-5)F=51—7]— 4%,

AC = (—1+1)i+ (0—4)]+ (4—5)k = —4] —

Sad je

AB| = /5 + ( —4)2 = \/25+ 49 + 16 = +/90 = 3/10,

IAC| = /(—4)2 + (—1)2 = V16 + 1= V17,

ABAC =5.0-7-(—4)—4-(—1)=28+4 =132,

_ ABAC 32 o
cos/(AB, AC) = prTETd _3m\/ﬁ:>4(z@,ﬁ)—35.1.

Zadatak 19. Odredite realan parametar t takav da vektor T =ti— j— 2k

— oo
bude okomit na vektor b = —i+ k.

_)
Rjesenje: Parametar t odredit ¢emo iz uvjeta okomitosti Th =

Sad imamo
t-(-1)=1-0—-2-1=0=t=-2.

Sad ¢emo izvesti jo§ jednu formulu koja vrijedi samo u pravokutnom
koordinatnom sustavu. Neka je dan vektor @ = a,i + ayj + azk te

oznac¢imo s «, B i 7y kuteve koje vektor 4 zatvara s vektorima i ] ik,

Slijedi da je
4y = @l = |d|cosa,
ay = dj = |d|cosp,
a, = dk = |d|cosy
Dobivamo

d@|*> = a? + aﬁ + a2 = |d|*cosa + |d@|*cos?B + |d|*cos>y,
iz ¢ega slijedi da je

cos’a + cos?B + cos’y = 1.
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Zadatak 2o0.
Odredi tocku T(x,y, z) takou da radijvektor tocke T ima modul jednak 6, s
vektorima i i j zatvara kuteve od 45° i 60° te da je aplikata (z-koordinata)
tocke T negativna. Koliki je kut koji radijvektor tocke T zatvara s vektorom
If

Rjesenje: Najprije zapi$imo radijvektor totke T(x,y,z), t.
OT = xi + y]_"—i— zk. Sad po prethodnim formulama imamo

V2

x = OT7 = 6cosd5° = 6 - Yo =32

y= O?f: 6cos60’ =6- - =3,

1

2

c0s%45° + c0s?60° 4 cos?y = 1
1 1 1

2, _1_+_+_ 1
= cosy =1 1 2°1

1
= Cosy = ~5 = v =120°,

2 = OTK = 6c0s120° = 6 - <—1> — 3

2
pa tocka T ima koordinate T(3v2,3,-3).

KaZemo da to¢ka C € AB dijeli duzinu AB u omjeru zlatnog reza
ako se dulji dio |AC| duzine |AB| prema kra¢em dijelu |CB| duZine
|AB| odnosi kao cijela duzina |AB| prema duljem dijelu |AC| duZine
|ABJ, 4.

B
S
@)

_ |AC
=
Oznat¢imo a = |AB|, x = |AC|, a — x = |BC| pa dobivamo

0

=
I

a:x=x:(a—x)
xX® +ax —a®=0.

Tocka C leZi na duzini |AB| pa je rjesenje

xzi(\/g—l)

duljina zlatnog reza |AC| duzine |AB| duljine a.

C B

®

[}

/AB] : [AC| = [AC| : [BC|

Slika 1.7.3: Zlatni rez
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Zadatak 21. Zadane su tocke A(3,5,1), B(—1,1,3). Nadite tocku C koja
duzinu AB dijeli u omjeru zlatnog reza.
RjeSenje:
Odredimo duljinu duzine |AB:
AB| = /(-1-32+(1-52+(3-1)2=i6 16 +4=6.
Kako to¢ka C duzinu AB dijeli u omjeru zlatnog reza, onda je duljina
duZine |AC| jednaka
|AC| =3(v/5-1)
Sad je
AB= 47 —47 12%,
Y 4 47 + 2K 2= 2= 1>
_ | __e7_ < 1
ABy = =73 1 3 ] + 3 k,
paje
2= 2= 1—
AC = |AC|- ABy = 3(v5—1) < ST -57 +3k>=(\f5—1)( 27 —27 + ),

o¢

OA+AC =37 +5] + K +(v5-1) (-27 -27 + ¥
= 5-2V5) T +(7-2V5) ] +V5K.

Tocka C ima koordinate C (5 —2/5,7 — 24/5, \@)

1.8 VEKTORSKI PRODUKT VEKTORA

%
Neka ]e (7, ,?) baza i neka su O, A, B 1 C totke za koje je

@ — 7 i0C = . Vektori @i b leZe u ravnini T,
dok Vektor " i tocka C ne pripadaju toj ravnini.

Ako se iz tocke C rotacija iz vektora @ u vektor 7 vidi kao pozi-
tivna rotacija, onda kaZemo da (7, 7, 7)) desna baza, odnosno da je
(O, (7, ?, 7)) desni koordinatni sustav.

Napomenimo, pozitivna rotacija je rotacija u smjeru obratnom od
kazaljke na satu.
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(O, (@, b, 6')) - desni koordinatni sustav

Slika 1.8.1: Desni koordinatni sustav

Ako se iz tocke C rotacija iz vekt_c;ra @ u vektor b vidi kao nega-
tivna rotacija, onda kazemo da (7, b, ?)) lijeva baza, odnosno da je
%
(o, (7,7,7¢ )) lijevi koordinatni sustav.

(O, (a, b, E’)) - ligevi koordinatni sustav

Slika 1.8.2: Lijevi koordinatni sustav

— —
Neka je (7, b) ureiieni par vektorai ¢ = Z(@, b ). Vektorski
produkt vektora Tib je vektor @ x b definiran na sljede¢i nacin:

—

— , _ —
||V, onda uzimamo daje @ x b = 0

1. ako je

s . . . . -

2. ako vektori @ i b nisu kolinearni, onda uzimamo da je 7 x b
vektor odreden sljede¢im uvjetima:

- —
e W x Db je okomit na vektor @ ina vektor b
— —
e (@, b, d x b)je desna baza
* |

T
D x b= |7V |sinl(7, 7).
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Slika 1.8.3: Vektorski produkt vektora

Geogletrijska interpretacija modula vektorskog produkta R
|7 x b | jest povr$ina paralelograma koji razapinju vektori @ i b .
DokaZi_r>no ovu tvrdnju. Oznac¢imo s v visinu paralelogramais ¢ =
4(7, b ) (vidi sliku 1.8.4). Iz pravokutnog trokuta OB’B dobivamo
daje

. 4 -
sing = 7’ = v =| b |sing,
paje
— —
P=|d|o=|a]||b|sing=|7 x b

Naravno, povrsinu trokuta OAB moZemo dobiti kao polovinu povr-
Sine paralelograma.

S

ST

- |

o B A

Slika 1.8.4: Geometrijska interpretacija modula vektorskog produkta
Svojstva vektorskog produkta
Za sve vektore @, b i C i za svaki realan broj A vrijedi:
— —
1. AT)x b =A@ xb)

— —
2. (@ +b)x 7T =7d x T+ b x ¢ (distributivnost vektor-
skog produkta s obzirom na zbrajanje)

47
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— —
3. @ x b =—(b x @) (antikomutativnost vektorskog produkta).

Zadatak 22. Trokut ABC razapet je vektorima AB = 3? — 47 i AC =
T +57, pricemuje |l =|7|=2 247, 7) = %. Odredite povrsinu
trokuta ABC i visinu iz vrha C.

RjeSenje:

s o
s/

Slika 1.8.5: Zadani elementi Zadatka 22

1 1
Pasc = 5|AB x AC| = 5|37 —47) x (7 +57)|
1
:5]3?x?+15?x7-4?x?—207x7y
1 1
= 2157 x T +4F x 7| = 3197 x 7| = |7 x 7|

1 1
= SITITinl(7,7) = ;-z.z.smg o

AB| = /37 472 = /972 - 247 T +167?

— 9P - 24P T +1672 = \/9\?|2 —24|7||7|Cos§ +16| 72

:\/9-4—24-2-2-;+16-4:\/§:2\/ﬁ,

b _|ABlo. __2Pasc _38V3 _19V3
ANABC ) c |z@| 2\/@ 3

Vektorski produkt u pravokutnom koordinatnom sustavu

Neka je sad ( , (_'>, ] , k )) desni pravokutni koordinatni sustav i
a = ay i +ay] +azk, T = by i +byj +b; k. Odredimo sad
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vektorski jrodukt vektora @ i b pomocu komponenti tih vektora u
ba21( ij, k . Izratunajmo najprije vektorske produkte vektora baze.
= — —
Kako]e i, jlji ka ondauz1mamoda]e i xi =20,
.= 5
] X ] =01ik xk =
duljinu tog vektora:

0. Odredimo sad 1 x ] Nadimo najprije

- = =
ij|:UHHm§:1&1:1
T T e S SRS
Kakoje (i x j)L i i(i x j)L j (aovosvojstvoima i vektor
k)ytesu (i, j,i x j)i(i,j,k) objedesnebaze, slijedi da
. . -
je i x j kolinearan s vektorom k. Kako su oba vektora duljine
e
1, zaklju¢ujemo da je i X ]_:> k . Vektor ] X z bit ¢e suprotno
%
orijentiran, paje j x i = — k. Tako dobivamo
— | =
TxT=0 ?x?:—k k><_z>:7>
T T T B - = —
ixj =K | Txj=0|%kx]=-1
- = A N
ixk=—7| Tx¥K=7|Kxk=10

iz ¢ega slijedi da je
— — — — —
7xb:4%i+@j+%kpqmz+b]+@k)
K.

Determinanta kvadratne matrice
Vektorski produkt vektora u pravokutnom koordinatnom sustavu mo-
Zemo i jednostavnije racunati koriste¢i determinante matrica 2. i 3.
reda. Kako bi objasnili pojam determinante, najprije uvodimo pojam
matrice.

Definicija 6: Pravokutnu tablicu oblika

ai aipp ... A1n
an axy ... aArp

,m,n €N,
Aml Om2 -+ Amn

¢iji su elementi realni brojevi, nazivamo realna matrica tipam x n i
ozna¢avamo A € R™" Ako je m = n, tj. broj redaka je jednak broju
stupaca, takvu matricu nazivamo kvadratna matrica.
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Determinanta A — detA funkcija je definirana na skupu svih kva-
dratnih matrica, a poprima vrijednosti iz skupa skalara. Osim oznake
detA za determinantu kvadratne matrice

a1 A4 ... A1n
dap1 dryp ... Aoy
A= . . s
anl anz oo ann
Cesto se koristi i oznaka
a1 dip2 ... Ay
a1 dz2 ... Aoy
detA =
Ayl Ap2 ... Aup

Determinanta matrice definira se induktivno, tj. determinanta matrice
n-tog reda definira se pomocu determinante matrice (n — 1)-og reda.
Ako je A = [a], onda je detA = a.

Ako je
|:a11 ﬂlz}
az1 a2

kvadratna matrica 2. reda, tada joj moZemo pridruZiti realan broj

a1 a2
= a11422 — 421412

azy a2

koji nazivamo determinanta kvadratne matrice 2. reda.
Realnoj matrici 3. reda

a1 4z 413
azy Az 43
az1 az 4ass

pridruZujemo determinantu koju ra¢unamo na sljede¢i nacin:
a1 a1z a3

a1 dxp dAx3| = 411
az1 4asy 4asz

az1 4z
asz1 as2

az1
a3

azy a3

—a12
a3y ass

az3
‘ + a3
as3

= ﬂll(ﬂzzﬂ33 - 51325123) - ﬂlz(ﬂmﬂas - ﬂ315123) + ﬂ13(ﬂ216132 - ﬂ31022)~
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Determinanta matrice

a1 4aip ... A1

a1 dxp ... O
A=

anl Elnz v e ann

reda n je broj

detA = alldetAn — alzdetAu +-- 1+ (—1)”+1a1ndetA1n

n
=Y (-1)""ay,detAy,.
k=1

Determinantu moZemo rac¢unati tako da ju razvijemo po bilo kojem
retku ili stupcu, naime vrijedi sljede¢i teorem:

Teorem 3. Laplaceov razvoj determinante
Neka je A € R™, n > 2. Tada je

n . .
detA = Z(—1)1+]Eli]‘ detAij,Vi =1,...,n, (4)
j=1
n . .
detA = Z(—1)1+]ai]- detAi]-,Vj = 1, ..., n, (5)
i=1

gdje je A;; matrica (n — 1)-og reda koja nastaje uklanjanjem i-tog retka i
j-tog stupca originalne matrice A. Jednakost (3) se zove Laplaceov razvoj
po i-tom retku, a (4) se zove Laplaceov razvoj po j-tom stupcu.

Mi ¢emo ovdje koristiti samo kvadratne matrice 2. i 3. reda.

— — —
Vektorski produkt vektora 7 = ax i +ayj +ta ki
b =byi +byj +b: k zadanih u pravokutnom koordinatnom sus-

tavu moZemo jednostavnije dobiti i na sljedeci nacin:

T 7K
- = —|a, day — |ay 4, —|ay a
axb =lg ay az| = iy ] + k y
x z by b, by b, by by
by by, b,
= (aybs — azb,) T — (axh, — azby) ] + (axh, — a,by) K . ©)

Vidimo da je formula (6) jednaka formuli (3).

Zadatak 23. Odredite volumen paralelopipeda ABCDA'B'C'D’ ako su
A(3,-5,2), B(1,—4,1) i D(6, —2, —1) tri vrha osnovice i A’(5,—2,1).
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Rjesenje:
AT = —(AB x AD) !
1
Slika 1.8.6: RjeSenje Zadatka 23
Vektmi> dvaju susjginih bridova osnovice su 1@ = —27+f— k,
%
AD =37 +3j —3 k. Racunamo vektorski produkt
S
ik
AT =ABxAD=|-2 1 -1
3 3 -3
_?1 -1 —=|-2 —1+?—2 1
I T T R I B 3 3
— — — - =
=i(-34+3)— j(6+3)+ k(-6-3)=-9j —9k.

Dakle, P = ‘,@ X /ﬁ‘ _ /BT181 = 9v2.

Kako bismo dobii\;ektor visine ¥ moramo napraviti Vektorslggro—
jekciju Vektog AA’ na vektor /ﬁ . Najprije nadimo vektor AA" =
2i +3j — k. Imamo

_,  AfAA 2749, o o o o
|AT| V8T +81
paje
17 =V1+1=V2

Konacno je
V =P|7| =9vV2V2 =18

Zadatak 24. Zadane su tocke A(4,3,—-2), B(3,5,1) i C(6,2,1) koje ¢ine
bazu uspravne trostrane prizme. Odredite preostala tri vrha prizme ako je
duljina njene visine v = /19.



1.8 VEKTORSKI PRODUKT VEKTORA

RjeSenje:

_—

AB x AC

<|
&

-
------
-----
-----

A"'-\~.
B
Slika 1.8.7: RjeSenje Zadatka 24

e I -
Vektori stranica osnovice su z@ =—1+2j +3ki R =21 —
- - , . . . .
j +3 k. Sad ¢emo izrac¢unati vektorski produkt vektora osnovice
kako bismo dobili vektor okomit na osnovicu:

T 7K
2 3] 4-1 3] --1 2
ABxAC=|-1 2 3 =i 7 3'— ) 3’+k ) _1’
2 -1 3
— —
— T (643)— J(3-6)+K(1-4)=97+9] —3%.

Njegova duljina je

‘ﬁ « R’ — /8148149 =171 = 3V/19

9_'>+9—'>—3?> - = =
7= (AB x AC)o|7| = 2] V19=37 437 - K.

3v/19
Sa_d> dobivamo E} je
— —
OA = OA+ AA =47 +3] 2K +37 +3 — &
- = =
:—7>Z ‘|‘6] —_3>k,
— —
%:@+@>:3?+5?+ K437 437 -~ k=60 +8],
— —
OC =0C+CC =67 +2] + K+37 +3] — k=97 +5,
aje

MO

(7,6,-3), B'(6,8,0), C'(9,5,0).
Ovaj zadatak ima i drugo rjeSenje A”, B”, C” koje dobijemo ako
uzmemo suprotno orijentiran vektor visine 7.
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54 VEKTORI

1.9 M]EéOVITI PRODUKT VEKTORA

_>
Mjesoviti produkt vektora @, b i realan je broj
— — —
(A x b)=|7||d x bleoss(C,d x b)
— — —
= ||| 7|V |sing(d, b )cosZ(C,d x b).

Geometrijska interpretacija mjesovitog produkta
Skicirajmo paralelopiped razapet vektorima 7, 7, " kao na slici
1.9.1.
Iz pravokutnog trokuta OCC’ dobivamo da je

cosp = % = v = |7 |cosg.

_)
Sad radunamo mjeSoviti produkt @ (@ x b ) te dobivamo
— —
T(@xb)=|7T||d x b|cosp =Pv=1V,

gdje P oznacava povrsinu paralelograma OADB, a V volumen parale-

lopipeda. Time smo pokazali da preko mjeSovitog produkta vektora
—
@, b i ¢ moZemo izratunati volumen paralelopipeda razapetog s

. -,
vektorima 7, bivc.

G
[

v =|clcosp

d@x b)=|élax blcosp=Pv=V

Slika 1.9.1: MjeSoviti produkt vektora 4, bic

. - Y N ..
Kako kut ¢ izmedu vektora Ti7d x b moze poprimiti sve vrijed-
nosti izmedu 0 i 7, kosinus tog kuta moze biti i negativan, a onda i
volumen poprima negativnu vrijednost. Stoga za volumen V uzimamo

(@ x b))
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%

Ako imamo cetverostranu p1ram1du razapetu s vektorima @, b
i T, onda je njen Volumen jednak 1| (7 x It )| jer je volumen ce-
tverostrane plramlde 1Pv. Volumen trostrane piramide, razapete s
(%

vektorima @, It 1 T, bit ¢e W x s )| jer je povrsina baze jed-

naka 1P = 1|7 x b[.

%
Mozemo zakljuciti da je mjesoviti produkt vektora T (@ xb)=0
ako i samo ako je barem jedan od vektora nul-vektor ili ako su vektori
komplanarni.
— —
7 = Ay 1 +ay] +a, k,

— —
=cyi +oy ] + ¢; k u pravokutnom

Neka su sad dani vektori
— —
b o=bi +b, ] +b K i

koordinatnom sustavu (O (i

Nini

—
, .k )) Odredimo mjeSoviti produkt

e
tih vektora pomocu njihovih komponenti ubazi ( i, j, k ):

(7

V)
- > - — -
- (aybz - azby)c_x - (axbz - asz)Cy + (axby - aybx)CZ

X
-
1

Ovaj produkt najjednostavnije je izracunati koriste¢i determinantu
matrice 3. reda:

Cx Cy CZ
c(@xb)=l|ay ay, a.

Zadatak25 Vektorz(ﬁ— a _21 —2] +k OB=10 =37 +

%
2 k ioC=C=-1-— ] +4 k razapinju trostranu piramidu O ABC.
Odredite volumen piramide i duljinu visine iz vrha C piramide.

Rjesenje: Koriste¢i mjesSoviti produkt vektora odredimo volumen
piramide:

1 1 -1 -1 4
3 0 2
-2 1 21 2 =2
= (0 a1l )

[~1(—4—0)+1(4—3) +4(0+6)]

(4+1+24) =
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Sad nadimo vektorski produkt vektora 7 i b:

T 7%
IO 2 1 42 1] 2 -2
xb =12 -2 1) =0, 2' 713 2‘“‘3 0’
3 0 2
%
— 47 T 16k,

Povrsina osnovice OAB iznosi

P—H?x?\— V16+1+36 /53
2 - 2 o2

Konacno, duljina visine je

U PR}
3 P \/53 53
Zadatak 26. Odredite volumen paralelopipeda ABCDA'B'C'D’ ako su
A(3,-5,2), B(1,—4,1) i D(6, —2, —1) tri vrha osnovice i A’(5,—2,1).

RjeSenje: Ovaj zadatak smo ve¢ rijesili koriste¢i samo vektorski
produkt (zadatak 23). Sad ga moZete jednostavnije rijesiti preko
mjesovitog produkta vektora. Dakle, ratunamo mjeSoviti produkt

—
vektora z@, zﬁ i AA'. Trazeno rjeSenje je V = 18.
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ANALITICKA GEOMETRIJA

U ovom poglavlju tocke prostora prikazane su u pravokutnim ko-
ordinatama te pomocu njih dobivamo algebarske jednadZbe pravca
i ravnine u prostoru. Na taj nacin geometrijske zadace rjeSavamo
algebarskim metodama.

Takoder, neki zadatci rijeSeni su i konstruktivno te je dana usporedba
analiticke metode rjeSavanja i metode nacrtne geometrije.

2.1 JEDNADZBA RAVNINE

Neka je Ty tocka i T # 0. Postoji samo jedna ravnina 7t koja
sadrzi tocku T i okomita je na vektor 7. Vektor 7 nazivamo vektor
normale ravnine 7. Vektor normale 7 ravnine 7t nije jedinstven.
Svaki vektor kolinearan s vektorom 7 takoder je vektor normale
ravnine 7t.

sl

S|

Slika 2.1.1: Jednadzba ravnine

To¢ka T je u ravnini 77 ako i samo ako je T = Tp ili ﬁ 1 7,
a to vrijedi ako i samo ako je Yﬁﬁ = 0. Zbog tog rezultata uvjet
Yﬁﬁ = 0 zovemo karakterizacija (jednadZba) ravnine 77 i piSemo

n...ﬁﬁ:o.

Neka je (O, (?, 7), ?)) desni pravokutni koordinatni sustav,
- =
j +Ck

W =Ai+Bj , To(x0,Y0,20) 1 T(x,y,z). Sad je
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ﬁ = (x— xo)? + (y — }/0)7> + (z — 20)7, pa iz karakterizacije
(jednadZbe) ravnine 7, ﬁﬁ = 0, dobivamo

... A(x —x0) + B(y —yo) + C(z — z0) = 0. (7)
Ako sad oznac¢imo D = —Axg — Byg — Czp, onda dobivamo jednakost
m...Ax+By+Cz+D =0 8)
koju zovemo opéi oblik jednadZzbe ravnine 7.
Primjer 3. Skiciraj ravninu 7t zadanu jednadzbom 7 --- —z+3 = 0.
Rjesenje:

Slika 2.1.2: Ravnina paralelna s ravninom xy

Primjer 4. Skiciraj ravninu 7t zadanu jednadZbom 7t...x —3 = 0.

Rjesenje:

Slika 2.1.3: Ravnina paralelna s ravninom yz



2.2 JEDNADZBA PRAVCA

Primjer 5. Skiciraj ravninu 7 zadanu jednadZbom ...y —2 = 0.

Rjesenje:

Slika 2.1.4: Ravnina paralelna s ravninom xz

Zadatak 27. Napisi opéi oblik jednadzbe _r)avni;g 7t koja prolazi tockom
To(—1,3,2) i okomita je na vektor W =21 —3 ] + k.

Rjesenje:
... 2(x+1)=3(y—3)+(z—2)=0

m...2x+2-3y+9+z-2=0
m...2x—=3y+z+9=0.

2.2 JEDNADZBA PRAVCA

Neka je dana tocka Tp i vektor 7 # 0. Postoji to¢no jedan pravac p
koji sadrzi tocku Ty i ima smjer vektora 7

To¢ka T je na pravcu p ako i samo ako je vektor Tﬁ kolinearan s
vektorom 7, a to vrijedi ako i samo ako se vektor ﬁ moZe zapisati
kao ﬁ = t7,t € R. Uvjet

Tof=t7,teR
nazivamo karakterizacija (jednadnadZzba) pravca p i piSemo

p...]ﬁ:ttj’,tell{.
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T

e
./»

Slika 2.2.1: Jednadzba pravca

Neka je (O (7, 7), ?)) desni pravokutni koordinatni sustav,
To

q —a?—kb? c? (x0,Y0,20) 1 T(x,y,2). Sad je
(

Yﬁ: (x —x0) 1 + (y— y0)7+(z—zo)7 pa iz uvjeta ﬁ—tq,
t € R dobivamo jednakosti

+
—
1

X —Xxg = at

p=qYy—Yyo="bt )
z—zp=ct, t €R,

koje zovemo parametarska jednadZba pravca p. Eliminacijom para-
metra t dobivamo

X—X0 Y—Yo Z—Z2p

P T 0 c

(10)

kanonski oblik jednadZbe pravca p.

Zadatak 28. Tockom T(—2,2,3) i praveem p... %51 = yT = 2L posta-
vite ravninu.

RjeSenje:

Slika 2.2.2: RjeSenje zadatka 28

Uzm1mo neku tocku 1 pravea p, npr. P(1,1,-1). Sad je
PT = 37 + ] +4 k. Vektor normale ravnine 7 dobijemo kao
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I
vektorski produkt vektora smjera 7 =2i +3j + k pravca pi

vektora PT:
i
— — — - = =
PIxq=|-3 1 4|=-17+117 -1k =-11(7 -] +K).
2 3 1
- = =
Dakle, 7 = i — j + k,pajer...x—y+z+1=0.

Zadatak 29. Postavite ravninu kroz pmvce

x—=1 _ y=1 _ z42 - Xy z—3
pr-.. 5 =5 ==f1ip2. —3—1'

Rjesenje:

Slika 2.2.3: RjeSenje zadatka 29

VldlmO da su pravci p1 ips garalelm (jer su im jednaki vektori
smjera q1 = q2 =21 —|—3 j — k) pa odreduju ravninu. Kako bismo
napisali jednadZbu ravnine moramo odrediti vektor normale. Vektor
normale dobivamo kao vektorski produkt dva vektora ravnine s tim
da ne mozZemo uzeti vektore smjera pravaca p; i p; jer su to kolinearni
vektori pa je njihov vektorski produkt jednak nulvektoru.

Uzmlmo vektor smjera pravca p; (ili pravca p»)
71 = 27 + 3? ~ ¥ te totku A(l 1, —2) pravca p; i tocku B(0,1,3)
pravca p,. Sad je AB=—-7 +5 4 ,paje

77T

— —

T xAB=|2 3 _1|=1571 -9] 43K =357 —37 + ¥).
10 5

JednadZba ravnine 7t sad glasi

m...5(x=1)=-3@y—-1)+z+2=0
m...5x =3y +z=0.
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Zadatak 30. Odredite jednadzbu ravnine 7 zadane tockama A(5,4, —5),
B(3,2,—3)iC(5,3,—4).

RjeSenje:
n
C
A B
™
Slika 2.2.4: RjeSenje zadatka 30

- = = - =

Odredimo vektore AB = 27 -27 +2k izﬁ = —j + k.

Vidimo da dobiveni vektori nisu kolinearni pa odreduju ravninu.
Odredimo vektor normale ravnine 7t

- = 7

i ]k
ABxAC=|_2 o 2|=27+2%.
0 -1 1

Sad je jednadZba ravnine 7t jednaka

m...2(y—4)+2(z+5) =0
T 2y+2z4+2=0/:2=m...y+z+1=0.

Zadatak 31. Na pravcu p... "2 = yzil = 22 nadite tocku jednako

udaljenu od probodista pravca s ravninama

mer—x+y—z+2=0,

m..x—y—z—2=0.

RjeSenje: Skicirajmo traZeno rjeSenje. Iz jednadZbi vidimo da rav-
nine nisu paralelne. Trebamo pronadi probodiste pravca p i zadanih
ravnina. TraZena toc¢ka je poloviste dobivenih probodista.
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Ut

Slika 2.2.5: RjeSenje zadatka 31

ZapiSimo pravac p u parametarskom obliku. Dobivamo

x=t—3
p=qy=2t—-1
z = —=2t+2.

Sad pravac uvrstavamo u jednadzbe ravnina kako bismo dobili probo-
dista:
pOm - —t+34+2t—-14+2t-24+2=0

2 11 7 10
t=—3=B3.733)

pNm.. . t—=3-2t+1+2t-2-2=0
t=6= A(3,11,-10).

Sad je poloviste

p(~H43 Iam B0\ 113 10
2 7 2 ) 3’3" 3 )°

Zadatak 32. Neka je dan pravac p ... = yT_l = 22 i raonina 7t. .. x +

2y — z + 2 = 0. Odredite ortogonalnu projekciju p’ pravea p u ravninu 7t
te pravac p” simetri¢an pravcu p s obzirom na ravninu .
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Rjesenje:

Slika 2.2.6: Rjesenje zadatka 32

Odredimo najprije probodiste pravca p i ravnine 7. ZapiSimo pravac
p u parametarskom obliku
x=t—-1
p=yv=1
z=2t+2,teR,
te ga sad uvrstimo u jednadZbu ravnine 7
t—14+2-2t—-242=0
= —t+1=0
t=1.
Dobivamo da je probodiste pravca p i ravnine 7 tocka P(0,1,4). Kako

bismo odredili vektor smjera pravca p’, najprije po formuli (2) izra-
¢unajmo vektorsku projekciju X vektora smjera pravca p na vektor

- = —
normale ravnine 7r. Imamo dajeﬁ): 42K ted = i +2j —k

paje
?:’zz;ﬁ_”o_zz(? 27 %)
| VIta+l
:—%(?H?—?)
Sad je
7:%—7:7+ﬂméﬁﬂﬂ?—?)
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paje

;3 _3(y—1) _3z-4)
Pl 5 5

Zadatak 33. Odredite jednadzbu ravnine 7t s obzirom na koju su ravnine

m...2x—y+2z2—-2=0im- - —4x+2y —4z+ 3 = 0 medusobno
simetricne. Takoder, odredite udaljenost ravnina my i 2.

RjeSenje: Uoc¢imo da su ravnine 711 i 770 medusobno paralelne jer je

- = - = =
=20 — 42k, m=—4i +2] —4k tejenp =—2713.
P
/’ T
/’P
”TQ

Ly

Slika 2.2.7: RjeSenje zadatka 33

Uzmimo tocku T; € 7 te njome postavimo pravac okomit na
ravnine 711 i 71p. Odaberimo proizvoljno 2 koordinate, npr. x = 0i
y = 0. Ako ih uvrstimo u jednadZbu ravnine 7r; dobivamo da je z = 1.
Dakle, tocka Ty ima koordinate T;(0,0,1) pa je jednadZba pravca p

x =2t
p=qy=-t
z=2t+1,teR.

65



66

ANALITICKA GEOMETRIJA

Odredimo probodiste T, pravca p i ravnine 715:

—8t—2t—4(2t+1)+3=0

e L
18

1 1 8

= g 1gg)

Poloviste P duzine T; T, ima koordinate P (— 15, 5, 13) pa je jednadzba

ravnine 7T
1 1 17
7T2<X+18>—<y_36>+2<2—18> =0

7
7t...2x—y+2,z—1:0.

Udaljenost ravnina 7t; i 71, dobijemo tako da izra¢unamo udaljenost
tocaka T7 i T»:

12 12 82
d‘¢@*é>*@‘w>*(‘v>
11 1 9 1

Vel Tmate T Vaa 6

—_

Skup svih tocaka prostora koje su jednako udaljene od dviju ravnina
71 i 712 leZe u jednoj ravnini koju nazivamo simetralnom ravninom
ravnina 7ty i 71p.

Vektore normala 7 i n’ simetralnih ravnina dobivamo kao vektore
simetrala kuteva koje zatvaraju vektori normala ravnina 7t; i 717 tj.

N R
i Ini|  |nz]

Zadatak 34. Odredite jednadZbe ravnina s obzirom na koje su ravnine
m..x—y+2z24+1=0im...2x =3y +z+1 = 0 medusobno sime-
tricne (simetralne ravnine ravnina 711 i 712). Takoder, odredite kut izmedu
ravnina 7wy 1 7.
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Rjesenje:

st

Slika 2.2.8: RjeSenje zadatka 34

Najprije odredimo jednu to¢ku pravca presjecnice ravnina 71; i 713.
Uzmimo npr. da je koordinata x = 0 te rijeSimo sustav:

—y+2z2+1=0
-3y+z+1=0.
Dobivamoy = t iz = —Z teje T(0, 3, —%) € m N .

Vektore normala simetralnih ravnina dobivamo kao vektore simetrala
kuteva koje zatvaraju vektori normala ravnina 7t i 712 pa je

LW,
[af] * [m3]
A A e
_z—]+2k+21—3]+k
V6 V14
— - -
_ (V742v3) i + (V7 -3V3) | + (V7 +V3) k
V42
.
S_ o m
G
- = = - >
i —j 42k 20 -3 +k
V6 V14
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TraZene ravnine su
T (V7 4+2V3)x + (V7 = 3V3)y + (V7 +V3)z+ V7 + V3 =0
7 (V7= 2V3)x + (—V7 +3V3)y + (2V7 - V3)z+ V7 - V3 = 0.

Kut izmedu ravnina 77 i 71, jednak je kutu izmedu njihovih vektora
normala pa imamo

- = e
oy lmm| (= +2k)2i =3] + k)
cosl(nl,nz)—|n_>lun_2>|— Jevii
_ 7 VsV
V84 2 6

Zadatak 35. Odredite udaljenost tocke T(2,—3,4) od ravnine
m...2x—y+z+1=0.

Rjesenje:

R -

Slika 2.2.9: RjeSenje zadatka 35

Tockom T postavimo okomicu na ravninu 7t. Dakle, vektor smjera
— . PR .
g okomice p bit ¢e jednak vektoru normale 7 ravnine 7:

- = =
T=7=2i—-j+Kk
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Sad je jednadZba pravca p.

x=2t+2
p=Sy=—-t-3
z=t+4,teR.

Odredimo probodiste pravca p i ravnine 7:

202t +2) — (—t—3)+t+44+1=0
= 4t 4+ 4+t +3+1t4+4+1=0
S6t+12=0=t=—2

paje P(—2,—1,2). Sad je udaljenost d tocke T od ravnine 7 jednaka

d(T,P) =/ (24+2) + (=3 +1)° + (4 —2)?
= V16 +4 +4 =24 =2V/6.

Zadatak 36. Odredite tocke pravca p. .. ler =45 = % jednako udaljene

(SSIRN1

odravninamy - —x+2y—2z4+3=0im---—2x+y+2z—-1=0.

Koliko iznose udaljenosti tih tocaka od ravnina 7ty i 7127?

RjeSenje:

2

Slika 2.2.10: RjeSenje zadatka 36

Tocke pravca p jednako udaljene od ravnina 711 i 71, dobivamo kao
probodista pravca p sa simetralnim ravninama ravnina 71y i 7.
Za odrediti simetralne ravnine najprije odredimo jednu to¢ku pravca
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presjecnice ravnina 711 i 712. Uzmimo npr. da je koordinata x = 0 te
rijeSimo sustav:

2y—2z+3=0
y+2z—1=0.
Dobivamoy = —%iz =2 teje T(0,—3,2) € my N 7.

Vektore normala simetralnih ravnina dobivamo kao vektore simetrala
kuteva koje zatvaraju vektori normala ravnina 7t i 712 pa je

—> —
= ni 13

n = S 5
|ni|  [nz]

= 7 ST - =
—z+2]—2k+—21—|—]+2k__7>+—.>
- 3 3 - I
S
[ni|  |n3
AT S -
_—1+2]—2k+21—]—2k_1+]—4k
N 3 3 - 3
TraZene ravnine su
2
n/_x_}_y_’_g:(),

mT...x+y—4z+4=0.

Odredimo probodista pravca p s ravninama 7t i 7t

7 2
—(t—35)-2t+-=0=t=1
(t—3)—2t+3
paje P(—3,-2,3),
7
b= 3 —2—12+4=0

31

=t=—"

3

: 38 62

paje Q(—3,%,3).

Udaljenosti tocke Q od ravnina 71 i 71, dobijemo tako da tockom

Q postavimo okomicu o0 na jednu od ravnina, npr. 7 te traZimo

probodiste okomice i ravnine. Dobivamo da je jednadZba okomice o
62

. x+3 - — . Y . "
jednakao...— = yT3 = 2=, a onda je traZeno probodiste tocka

Ql (_71 %j/ %)
Sad je udaljenost d tocke Q od ravnine 711 jednaka

38\2 /28 62\? /43 2
i@an=(-7+2) 4 (B-2) 4 (2 aY on




2.2 JEDNADZBA PRAVCA

Zadatak 37. Odredite udaljenost tocke T(2,2,—3) od pravea p... 42 =
y=2 _ z-1

2 3

Rjesenje:

~
IS

Slika 2.2.11: RjeSenje zadatka 37

Postavimo ravninu 7t to¢kom T okomito na pravac p:

... (x=2)+2(y—2)+3(z+3)=0
m...x+2y+3z+3=0.

Sad odredimo probodiste pravca p i ravnine 7r. Zapis§imo pravac p u
parametarskom obliku

x=t—-2
p=Sy=2t+2
z=23t+1, t €N,

uvrstimo ga u jednadzbu ravnine 77, pa dobivamo

F—242(2t4+2)+33t+1)+3=0
4

t=—=
7

pa je probodiste P (—12,5, —32). Udaljenost totke T do pravca p jed-

naka je udaljenosti to¢aka T i P, a ta udaljenost iznosi:

d(T,P) = \/<2+178>2+ (2—§>2+ <—3+§)2
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Zadatak 38. Odredite kut izmedu pravea p...5 = % = 21 i ravnine

m...x—y+2z-3=0.

RjeSenje:

Slika 2.2.12: RjeSenje zadatka 38

Kut izmedu pravca p i ravnine 7 jednak je kutu izmedu pravca i
njegove ortogonalne projekcije u tu ravninu.
Vidimo da je taj kut ¢’ jednak ¢’ = 7 — ¢, gdje je ¢ = 4(7,7)

=3 -2+ 3k je vektor smjera pravca p, a W= ? - 7) + 2?
vektor normale ravnine 7. Sad je
cosg = 7| _ 3+2+6
TN7| VO9+4+9V/1+1+4
= ¢ = 16°46'43"

= Z(p,p') = 73°13'17".

Zadatak 39. Odredite pravac q koji prolazi tockom T(3,2,5), sijece pravac

p...xT_l:y%l:%ipamlelanjesmvninom T..x—y+2z—-2=0.
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Rjesenje:

Slika 2.2.13: RjeSenje zadatka 39

Totkom T postavimo ravninu 77’ paralelnu s ravninom 7. Kako su

ravnine paralelne, imaju isti vektor normale pa je

n' :7:?—7}4—2?. Sad je

.. x=3-(y—2)+2(z-5)=0
=n..x—y+2z—11=0.
Odredimo probodiste pravca p i ravnine 7. Napi§imo pravac p u
parametarskom obliku
x=2t+1
p=qy=t+1
z=1t+2,teR
te ga uvrstimo u jednadZbu ravnine 7/
2t4+1—(t+1)+2(t+2)-11=0
Ny
=3
Probodiste P ima koordinate P (13—7, 13—0, %) . Dakle, vektor smjera pravca
qje

pa jednadZba pravca g glasi

X
_ _ 4
z:%t+5, t e R.
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Zadatak 40. Tockom T(—1,1,0) postavite pravac p koji sijece pravac py . .. 7

y _ Z—‘rl o e . . . x_z _
5 = =~ 1 Ciji je vektor smjera okomit na vektor smjera pravca py ... 7= =
y=1 _ =z

T~ -T

Rjesenje:

Slika 2.2.14: RjeSenje zadatka 40

Postavimo ravninu 7t tockom T okomito na pravac p;. Dakle, vektor
smjera q_2> pravca p, normala je ravnine 7t ¢ija jednadzba glasi
7...x+y—z = 0. Pronadimo probodiste pravca p; i ravnine 7r. Kako
je

x=t+1
pr=qy=2t
z=t—-1,teR,

dobivamo t +1+2t — (t —1) = 0, iz ¢ega je t = —1 pa je probodiste
11130, -2,-2). Vektoi smjera pravca p je

- = . N
TP=1i —3j —2k pajep... " =L = =,
Zadatak 41. Visina uspravnog stosca je na praveu p... 51 = yzl =,

tocka V (3, 3,2) vrh je stosca, a tocka T (3, —2,0) na obodnoj je kruznici baze
stosca. Odredite koordinate sredista S osnovice te volumen stosca.



2.2 JEDNADZBA PRAVCA

Rjesenje:

> T

Slika 2.2.15: RjeSenje zadatka 41

Postavimo ravninu to¢kom T okomito na pravac p. Dakle, vektor
normale ravnine je = ? + 27> + k pa njena jednadzba glasi
m...x+2y+z+1=0. Sad odredimo probodiste S pravca p i ravnine
7t. Pravac p zapiSemo u parametarskom obliku

x=t+1
p=qy=2t-1
z=1tteR,

uvrstimo u jednadZbu ravnine te dobivamo t = 0. Koordinate tocke S
glase S(1,—1,0).
Volumen sto$ca ra¢unamo

r=d(s,T) = \/(1-3)2+ (-1+2)2 = V5,

0=d(S,V) = /312 + (3 +1)2+ (2072 =26,

V= %rzm) = 10\575‘
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DODATAK: POVEZIMO ANALITICKU I NACRTNU
GEOMETRIJU

Ovaj udzbenik prvenstveno je namijenjen studentima Studija arhitek-
ture i urbanizma te Studiju dizajna koji na pocetku svog fakultetskog
obrazovanja sluSaju i kolegije nacrtne geometrije. Nerijetko se do-
gada da studenti ne uocavaju poveznicu izmedu sadrZaja analiticke
geometrije obradene u prethodnom poglavlju i tog istog sadrzaja pro-
matranog “o¢ima” nacrtne geometrije. Opéenito, prema nacinu na koji
rjeSavamo geometrijske probleme, geometriju dijelimo na:

¢ analiticku geometriju (alat: algebra)
¢ diferencijalnu geometriju (alat: diferencijalni racun)
¢ sinteticku geometriju (alat: logi¢no zakljucivanje i prostorni zor)

* nacrtna geometrija (alat: konstruktivno rjeSavanje metodama
projiciranja).

Podsje¢amo da je proucavanje geometrije nuzno za razvijanje prostor-
nog zora i razumijevanje racunalnih 3D programa. U ovom dodatku
rijeSit ¢emo nekoliko metri¢kih zada¢a metodama ortogonalnog pro-
jiciranja. Te iste zadace obradene su u prethodnom poglavlju na
algebarski nac¢in. Dakle, promatramo iste metricke probleme iz dva
razli¢ita kuta. Pri rjeS8avanju alatima nacrtne geometrije pretpostavlja
se osnovno znanje ortogonalnog projiciranja. Napominjemo da se u
analitickoj geometriji koristi desni koordinatni sustav, a u nacrtnoj
lijevi koordinatni sustav.

2.A OSNOVNI ELEMENTI

U nacrtnoj geometriji uvode¢i bilo koju metodu projiciranja proma-
tramo tri osnovna geometrijska elementa: to¢ku, pravac, ravnina te
njihove odnose.

2.A.1 Tocka

Kod metode ortogonalnog projiciranja prostornih figura i odnosa
medu njima, projiciramo okomitim zrakama na tri medusobno oko-
mite ravnine Iy, I'ly, I13 (vidi sliku 2.A.1a). Koordinatne osi lijevog
koordinatnog sustava su

Hlﬂanx, H10H3Ey, HzﬂHgEZ.
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To¢ka T zadana je koordinatama (x,y,z), gdje x - koordinata pred-
stavlja udaljenost tocke T od ravnine I13, y - koordinata udaljenost od
ravnine I i z - koordinata udaljenost tocke T od ravnine I'l;. Okomite
projekcije to¢ke T na ravnine ITy,I1,,IT3 s oznakama T',T”,T" su tlocrt,
nacrt i bokocrt tocke. Ortogonalna projekcija tocke T prikazana je na
slici 2.A.1b.

I, z

™ T
i 7 z
. ™ | o T'

i

AN

y

(a) Koordinatni sustav i prostorni prikaz
tocke T (b) Ortogonalne projekcije tocke T

Slika 2.A.1: Tocka T

2.A.2 Pravac

Pravac p u ortogonalnoj projekciji, kao i u prostoru, odreden je dvjema
tockama. Naravno, incidencija se ¢uva u ortogonalnim projekcijama.
Za pravac p u ortogonalnim projekcijama vezuju se dvije bitne tocke,
P i P,. S Py oznatavamo prvo probodiste pravca, tj. probodiste pravca
p s ravninom Iy, a s P, drugo probodiste pravca, tj. probodiste pravca
p s ravninom II. Pravac u prostoru prikazan je na slici 2.A.2a, a
njegova ortogonalna projekcija na 2.A.2b.

o

(a) Pravac p u prostoru (b) Pravac p u ortogonalnim projekcijama

Slika 2.A.2: Pravac p

2.A.3 Ravnina

Promotrimo opéu ravninu P u prostoru, vidi sliku 2.A.3a. U ortogo-
nalnim projekcijama ravnina je odredena svojim tragovima, prvim i



2.A OSNOVNI ELEMENTI

drugim tragom. Prvi trag ravnine je presjecnica ravnine P i tlocrtne
ravnine I1;, a drugi trag ravnine je presjecnica ravnine P i nacrtne
ravnine I1,.

Na slici 2.A.3b prikaz je ravnine u ortogonalnim projekcijama.

L

(a) Ravnina u prostoru (b) Tragovi ravnine

Slika 2.A.3: Prikaz ravnine

Opis slike 2.A.3b:

1. r1 = PN1Iy, r1 je prvi trag ravnine P
2. 1 = PNy, rp je drugi trag ravnine P
3. r1MNry € x.

Ravnine okomite na Il;, odnosno, na I, su projicirajuce ravnine i
prikazane su na slikama 2.A.4a i 2.A 4b.

81 q

(a) Prva projiciraju¢a ravnina (b) Druga projiciraju¢a ravnina

Slika 2.A.4: Projicirajuce ravnine

Tocka leZi na pravcu ako i samo ako projekcije tocke leZe na odgovarajuéim
projekcijama pravea.
Pravac leZi u ravnini ako i samo ako probodista pravca leZe na istoimenim
tragovima te ravnine, tj. Py € r1 i P> € 1.
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(b) Pravac u ravnini - ortogonalne
(a) Pravac u ravnini projekcije

Slika 2.A.5: Pravac u ravnini

Horizontalni i frontalni pravci u ravnini primjer su pravaca rav-
nine u posebnom polozaju:

—r f
W B
Hy x Fi x
b T F/=F)
T Ty
(a) Horizontalni pravac u ravnini - (b) Frontalni pravac u ravnini -
ortogonalna projekcija ortogonalna projekcija

Slika 2.A.6: Horizontalni i frontalni pravci u ravnini

2.A.4 Presje¢nica dviju ravnina

Zajednicki pravac dviju ravnina zove se presjecnica ravnina.
Pravac ¢e biti presje¢nica dviju ravnina ako i samo ako probodista
pravca leZe na tragovima tih ravnina, vidi sliku 2.A.7a.



2.A OSNOVNI ELEMENTI

(b) Presje¢nica dviju ravnina - ortogonalne
(a) Presje¢nica dviju ravnina projekcije

Slika 2.A.7: Presje¢nica dviju ravnina

Za prikaz presjecnice u ortogonalnoj projekciji (slika 2.A.7b) vrijedi:

1. P; Erl,P1651:>P1:r1ﬂsl/\P{’ex

2. Pz672,P2€SQZ>P2:1’2ﬂ52/\P£€x

3. p = PPjAp" = PP,

2.A.5 Probodiste pravca i ravnine

Zajednicka toc¢ka ravnine P i pravca p zove se probodiste pravca i
ravnine.

Da bismo nasli p N P = N i u prostornom prikazu (slika 2.A.8a) i u

ortogonalnim projekcijama (slika 2.A.8b), radimo isti postupak:

1. Pravcem p postavljamo pomoénu ravninu A, u slucaju ortogo-
nalnog projiciranja ravninu A biramo okomitu na Iy ili I'l.

2. Odredimo presje¢nicu 4 pomoéne ravnine A i polazne ravnine P.
3. Sjeciste pravca p i presjecnice g je traZeno probodiste N.
U ortogonalnim projekcijama to se svodi na sljedece:
1. p C A(dy,dz), npr. A(dy,dp) LTT, = dy = p”,dy Lx
2. A(dy,dp) N P(r,12) =q,q9" =dp, g = Q1Q,)

3. pNg=N=p'ng =N ,N"ep".
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(b) Probodiste pravca i ravnine -
(a) Probodiste pravca i ravnine ortogonalne projekcije

Slika 2.A.8: Probodiste pravca i ravnine

2.A.6  Pravac okomit na ravninu

Pravac n okomit je na ravninu P ako je okomit na barem dva, a onda i
na sve pravce te ravnine (slika 2.A.9a).

Pravac n nazivamo okomicom ili normalom. U ortogonalnim projekci-
jama (slika 2.A.gb) vrijedi

nlP(r,r) = n'lrpAn"Lr.

(b) Pravac okomit na ravninu -
(a) Pravac okomit na ravninu ortogonalne projekcije

Slika 2.A.9: Pravac okomit na ravninu

2.B METRICKI ZADATCI
2.8.1 Udaljenost dviju tocaka

Vidi Poglavlje 1.7, sliku 1.7.2.

Ako trazimo prostornu udaljenost dviju tocaka A i B (slika 2.B.1a)
tada u ortogonalnim projekcijama rotiramo trapez ABB’A’ oko A’B’ u
I, ili trapez ABB”A” oko A”B" u ravninu I1, (slika 2.B.1b).



2.B METRICKI ZADATCI

0

Ao )
\ A ~. B
A“A‘. ““““““ —B° \
A\ B’
//\ .

o

(a) Udaljenost dviju tocaka (b) Prava veli¢ina udaljenosti dviju to¢aka

Slika 2.B.1: Udaljenost dviju to¢aka

2.8.2 Udaljenost tocke od ravnine

Vidi Zadatak 35, sliku 2.2.9.
Odredite udaljenost to¢ke T od ravnine P, T ¢ P.

(b) Udaljenost totke od ravnine -
(a) Udaljenost tocke od ravnine ortogonalne projekcije

Slika 2.B.2: Udaljenost to¢ke od ravnine

Prostorno rjeSenje:

1. T €n,n L P (vidi 2.A.6 Pravac okomit na ravninu)
2. nNP = N (vidi 2.A.5 Probodiste pravca i ravnine)

3. d(T,N) (vidi 2.B.1 Udaljenost dviju totaka).

Svaki od ovih koraka rijeSen je u prethodnim promatranjima. Prikaz
takvog rjeSenja u ortogonalnim projekcijama dan je na slici 2.B.2b.

2.B.3 Udaljenost tocke od pravca

Vidi zadatak 37 i sliku 2.2.11.

Odredite udaljenost to¢ke od pravca, T ¢ p.

Kod prostornog rjeSenja spustimo normalu iz to¢ke T na pravac p.
Takvo rjeSenje nije moguce u ortogonalnim projekcijama osim u speci-
jalnim slu¢ajevima. Stoga radimo sljedece:
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1. TeX,X1lp
2. pNX =P
3. d(T,p) =d(T,P).
Kako postaviti tockom T ravninu X okomito na pravac p?

1. a) T ehh|I,heX(s,s) = T elWWlpynTe
B, 0" || x (vidi sliku 2.A.6a)

b) Hi=WnNxAHJ €h”
c) HY € s AspLp”,s1Lp'.
2. pNX(s1,s2) = P (vidi 2.A.5 Probodi$te pravca i ravnine)

3. d(T,p) = d(T,P) (vidi 2.B.1 Udaljenost dviju tocaka).

(b) Udaljenost to¢ke od pravca -
(a) Udaljenost tocke od pravca ortogonalne projekcije

Slika 2.B.3: Udaljenost to¢ke od pravca

Studentima prepustamo da pronadu jos poveznica.



ELEMENTARNE FUNKCIJE

Definicija 7: Funkcija ili preslikavanje uredena je trojka (D, K, f) koja
sadrzi skup D koji nazivamo podrugje definicije ili domena funkcije,
skup K koji nazivamo podrudje vrijednosti ili kodomena funkcije
i neko pravilo f: D — K po kojem se svakom x € D pridruzuje
jedinstveni y € K takav da je y = f(x).

Definicija 8: Slika funkcije je skup

R(f) = {f(x) :x € D} C K.
Definicija 9: Skup
[(f) ={(x f(x)):x € D}

nazivamo graf funkcije f.

Definicija 10: Za funkciju f: D — K kaZemo da je surjekcija ako za
svaki y € K postoji barem jedan x € D takav da je f(x) = y. Drugim
rije¢ima, funkcija f je surjekcija ako je slika funkcije jednaka kodomeni.
Za funkciju f: D — K kaZemo da je injekcija ako vrijedi sljedece:

zasve X1,X2 € D, x1 # x2 = f(x1) # f(x2).

Za funkciju f: D — K kaZemo da je bijekcija ako je funkcija surjekcija
i injekcija.

Definicija 11: Neka su f: A — Big: C — D dvije funkcije. Ako je
R(f) C C, tada je jedinstveno odredena funkcija  : A — D takva da
je h(x) = g(f(x)) = (go f)(x) koju nazivamo kompozicija funkcija
fig

Definicija 12: Neka su f: D — K1i g: K — D funkcije. KaZemo da je g
inverzna funkcija funkcije f ako vrijedi

(gof)(x) =x, zasvaki x € D,

(fog)y) =y, zasvaki y € K.

Inverznu funkciju oznatavamo s g = 1.

Inverzna funkcija postoji samo za bijektivne funkcije. Graf inverzne
funkcije f~! simetri¢an je grafu funkcije f obzirom na pravac y = x.
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Definicija 13: Nekaje Dg C Drig(x) = f(x) zasvaki x € Dg. Funkciju
g nazivamo restrikcija ili suZenje funkcije f (oznaka ¢ = f[p,), a
funkciju f ekstenzija ili prosirenje funkcije g.

Mi ovdje proucavamo funkcije u kojima su D C Ri K C R, tj. kod
kojih su domena i kodomena podskupovi skupa realnih brojeva.

Definicija 14: Funkciju f nazivamo periodiénom ako postoji realan
pozitivan broj P takav da vrijedi

f(x+P)=f(x), VxeD.

Broj P nazivamo period funkcije f.
Definicija 15: Neka je D C R takav da vrijedi

xeD=—xeD,

tj. D je simetri¢an skup s obzirom na ishodiste.
Kazemo da je f: D — R parna funkcija ako vrijedi

f(—x) = f(x), VxeD.

KaZemo da je f: D — R neparna funkcija ako vrijedi

f(—=x)=—f(x), VxeD.

Definicija 16: KaZemo da funkcija f raste (strogo raste) na podrudju
S C D akoje

fla) < fxa) (f(x) < f(x2))

za sve x1,X2 € S, x1 < Xo.
KaZemo da funkcija f pada (strogo pada) na podrudju S C D ako je

f(x1) = f(x2) (f(x1) > f(x2))

za sve X1,Xp € S, x1 < xp.

Osnovne elementarne funkcije su:
¢ polinomi
¢ racionalne funkcije
¢ eksponencijalne funkcije
¢ logaritamske funkcije
* opca potencija
e trigonometrijske funkcije

¢ ciklometrijske funkcije.



ELEMENTARNE FUNKCIJE

Elementarne funkcije su funkcije koje se mogu dobiti iz osnovnih
elemenarnih funkcija pomocu kona¢nog broja aritmetic¢kih operacija i
kona¢nog broja njihovih kompozicija.

POLINOMI

Polinom n-tog stupnja je funkcija p : R — R oblika
p(x) = apx" +a, X"V 4+ ajx+ag, ag, ay,...,a, € R,a, #0.

Realne brojeve ao, a1, ...,a, nazivamo koeficijentima polinoma. Za
n = 0 dobivamo konstantu p(x) = 4, za n = 1 linearnu funkciju
p(x) = a1x +ap, a za n = 2 kvadratnu funkciju p(x) = a2x? + a1 x + ag.

Konstantna funkcija je funkcija f: R — IR oblika

f(x)=¢, ceR.

Primijetimo da je konstantna funkcija polinom stupnja 0.

Primjer 6. Na slici 3.0.1 prikazan je graf konstante

flx) =2.

Slika 3.0.1: Graf konstantne funkcije

Linearna funkcija je funkcija f: R — R oblika
f(x)=kx+1, k#0, leR.

Primijetimo da je linearna funkcija polinom stupnja 1. Graf linearne
funkcije je pravac y = f(x). Broj k naziva se koeficijent smjera, a
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predstavlja tangens kuta a kojeg pravac zatvara s pozitivnim dijelom
osi x. Ako je k > 0 funkcija raste, a ako je k < 0 funkcija pada. Broj I
je odsjecak pravca na osi y. Nultocka linearne funkcije je broj x za koji

je f(x) =0.

Primjer 7. Na slici 3.0.2 prikazan je graf linearne funkcije

flx) = %x+2.

Y

oy

Slika 3.0.2: Graf linearne funkcije

Kvadratna funkcija je funkcija f: R — R oblika
f(x) =a*+bx+c,a#0,b ceR.

Primijetimo da je kvadratna funkcija polinom stupnja 2. Graf kva-
dratne funkcije je parabola y = f(x). Kvadratnu funkciju moZemo
zapisati u sljede¢em faktoriziranom obliku:

flx) =ax* +bx+c=a(x —x)(x — x2),

gdje su x1, xo nultocke kvadratne funkcije. Nultocke kvadratne funk-
cije rjeSenja su jednadzbe f(x) = 0 i ratunamo ih po formuli:

—b 4+ /b? — dac
2a ’

X12 =

Koordinate tjemena T(x,yr) parabole y = f(x) ratunamo po formu-

lama
b 4ac — b?

= T YT T T
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Za rjeSenja x1 i xo kvadratne jednadZbe vrijede i Viéteove formule

b
x1+x2 =
a

c
X1Xp = —.
a

Primjer 8. Na slici 3.0.3 prikazan je graf kvadratne funkcije

fx) =2x* —3x — 1.

y=2x>—3zx—1

:81 $2 X

T

Slika 3.0.3: Graf kvadratne funkcije
RACIONALNE FUNKCIJE

Funkcija f oblika f(x) = %, q(x) # 0, gdje su p(x) i q(x) po-
linomi, naziva se racionalna funkcija. Ako je stupanj brojnika manji
od stupnja nazivnika, onda kaZemo da je to prava racionalna funk-

cija.
EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE

Funkciju f: R — R* oblika f(x) = a*, a > 0,a # 1 zovemo eks-
ponencijalna funkcija s bazom a.
Eksponencijalna funkcija ima sljedeca svojstva:
° axlaJQ — ax1+x2
a*

e — — axl*xz
ax2
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o gV =1
¢ za a > 1 funkcija je strogo rastuca
¢ za 0 < a < 1 funkcija je strogo padajuca.

Primjer 9. Na slici 3.0.4 prikazani su grafovi eksponencijalnih funkcija

flx)y=2%if(x)=(3)".

-1

Slika 3.0.4: Graf eksponencijalne funkcije

LOGARITAMSKE FUNKCIJE

Logaritamska funkcija s bazom a, f: RT — R,

f(x) =log,x, a > 0,a # 1, inverzna je funkcija eksponencijalne funk-
X

cije g(x) = a*.
Logaritamska funkcija ima sljedeca svojstva:

* log,(x1x2) = log,x1 + log, x>
X1

. logax—2 = log,x1 — log, x>

* log, 1=0

* log, x" = nlog, x

e log,.x = llog x

* za a > 1 funkcija je strogo rastuca

¢ za 0 < a < 1 funkcija je strogo padajuca.
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Logaritam s bazom a = ¢, gdje je e matematicka konstanta aproksi-
mativnog iznosa e = 2.71828, nazivamo prirodni logaritam i oznaca-
vamo ga s f(x) = Inx. Logaritam s bazom 2 = 10 nazivamo dekadski
logaritam i oznac¢avamo ga s f(x) = logx.

Primjer 10. Na slici 3.0.5 prikazani su grafovi logaritamskih funkcija

f(x) =log,x i f(x) = log; x.

-5

Slika 3.0.5: Graf logaritamske funkcije

OPCA POTENCIJA

Funkciju f: Rt — R* oblika
f(x) = x¢ = (™) = ¢"¥, x > 0,c € R nazivamo opéa potencija.
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TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

Yy
ctga /

tga

Slika 3.0.6: Trigonometrijska kruznica

Promotrimo kruZnicu sa srediStem u ishodistu radijusa 1. Neka je
pravac p tangenta na kruznicu u to¢ki A(1,0). Namatanjem brojevnog
pravca p na kruznicu k(O, 1) definirano je preslikavanje koje svakom
realnom broju t € p pridruzi tocku E(t) € k(O,1), gdje je pocetak
u toc¢ki A(1,0) i krece se u pozitivnom smjeru. Ovo preslikavanje
nazivamo eksponencijalno preslikavanje. U svaku tocku kruznice
preslika se beskona¢no mnogo toc¢aka brojevnog pravca jer vrijedi

E(t) = E(t+2knt), k€ Z.

Funkcija kosinus definirana je kao apscisa, a funkcija sinus kao
ordinata tocke E(t) na brojevnoj kruznici.
Funkcija tangens definirana je kao omjer funkcija sinus i kosinus nekog
kuta, tj.

sinx
tgx = ——, cosx # 0.
cosx

Dakle, tangens moZemo promatrati kao nagib pravca koji zatvara taj
kut s pozitivnim dijelom osi x.

Funkcija kotangens definirana je kao omjer funkcija kosinus i sinus
nekog kuta, tj.

cosx .
ctgx = ——, sinx # 0.
sinx

Na sljede¢im slikama prikazani su grafovi trigonometrijskih funkcija
sinus, kosinus, tangens i kotangens.
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Funkcija sin: R — [-1,1] :

-2

Slika 3.0.7: Graf funkcije sinus

Funkcija sinus ima sljedeca svojstva:
* sin(—x) = —sinx, Vx (funkcija je neparna)
* sin(x +2m) =sinx, Vx (funkcija je periodi¢na).

Funkcija cos : R — [—1,1] :

TSN S

i 0 1 \2\3/

o
o
N
/

-2

Slika 3.0.8: Graf funkcije kosinus

Funkcija kosinus ima sljedec¢a svojstva:

® cos(—x) = cosx, Vx (funkcija je parna)
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e cos(x +2m) = cosx, Vx (funkcija je periodi¢na).

Funkcija tg : R\ {5 +km, k€ Z} - R:

3 y =tgx

-

-2

Slika 3.0.9: Graf funkcije tangens

Funkcija tangens ima sljedeca svojstva:

e tg(—x) = —tgx, Vx (funkcija je neparna)

e tg(x+m) =tgx, Vx (funkcija je periodi¢na).

Funkcija ctg : R\ {kr: k€ Z} - R:
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Yy = ctgx

Slika 3.0.10: Graf funkcije kotangens

Funkcija kotangens ima sljedeca svojstva:
e ctg(—x) = —ctgx, Vx (funkcija je neparna)
e ctg(x+ ) =ctgx, Vx (funkcija je periodi¢na).

Trigonometrijski identiteti
Cesto éemo u ra¢unskim operacijama s trigonometrijskim funkcijama
Koristiti tzv. trigonometrijske identitete.
Osnovni su trigonometrijski identiteti

2

sin®x + cos?x = 1
tgx = ——, cosx # 0
ctgx = ——, sinx #0

fj. tgx = L .
ctgx

Formule redukcije za sinus i kosinus funkciju su
sin(7r 4+ x) = —sinx
sin(7r — x) = sinx
cos(7T + x) = —cosx
cos(7T — x) = —cosx

sin(g + x) = cosx
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96 ELEMENTARNE FUNKCIJE

sin(g — X) = cosx

cos(g + x) = —sinx

cos(g — x) = sinx.

Trigonometrijske funkcije zbroja i razlike su
sin(x £ y) = sinxcosy =+ cosxsiny

cos(x £ y) = cosxcosy F sinxsiny

_ tgx ttgy
tg(r+y) = 1 F tgxtgy
Trigonometrijske funkcije dvostrukog kuta su

sin2x = 2sinxcosx

cos2x = cos?x — sin’x

2tgx
tg2x =
R tg2x
2
-1
ctg2x = ctg
2ctgx

Trigonometrijske funkcije polovi¢nog kuta su

X 1 — cosx
in- =44/ ————
sm2 5
X /14 cosx
Y Seiliaie
c:os2 5

Transformacija umnoska u zbroj je

sinxcosy = %[sin(x +y) +sin(x — y)]
: 1. . :
cosxsiny = 5 [sin(x 4+ y) — sin(x — y)]
1

cosxCosy = 5 [cos(x +y) + cos(x —y)]

sinxsiny = ;[cos(x —y) —cos(x +y)].

Transformacija zbroja u umnozak je

sinx + siny = 2sin> a YooY
2 2
sinx — siny = 2cos™ —; Ysin® ; Y

COSX + cosy = 2c0s> —; Y s ; Y
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r—Yy

sin
2

xX+y
2

cosx — cosy = —2sin

CIKLOMETRIJSKE FUNKCIJE

Ciklometrijske funkcije su inverzne funkcije restrikcija trigonome-
trijskih funkcija.
Funkcija sinus je surjekcija, ali nije injekcija. Zato radimo restrikciju
funkcije sinus na neki interval kako bi postala injekcija, ali takoder da
ostane surjekcija. Tako dobivamo funkciju
. . T
Sin = sin| EXE [_E' E} — [-1,1]

koja je bijekcija pa ima inverznu funkciju
arcsin = Sin~! ; [-1,1] — [_g E}

koju nazivamo arkus sinus.

M

Y = arcsinx

-2 - 2

Slika 3.0.11: Graf funkcije arkus sinus

Sad napravimo restrikciju funkcije kosinus na interval [0, 7r] kako
bi postala injekcija, ali takoder da ostane surjekcija. Tako dobivamo
funkciju

Cos = cosljg 4 : [0, 7] = [-1,1]
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koja je bijekcija pa ima inverznu funkciju

arccos = Cos ™1 : [—1,1] — [0, 71]

koju nazivamo arkus kosinus.

Y = arccosx

-2 + 0

Slika 3.0.12: Graf funkcije arkus kosinus

Napravimo restrikciju funkcije tangens na interval
(—%,%). Tako dobivamo funkciju

Te=t8l 55 (~53) >R
koja je bijekcija pa ima inverznu funkciju
arctg = Tg’1 ‘R — <—§, §>

koju nazivamo arkus tangens.



ELEMENTARNE FUNKCIJE

Y
y = arctgx
T
Slika 3.0.13: Graf funkcije arkus tangens
Napravimo restrikciju funkcije kotangens na interval
< 0, T >. Tako dobivamo funkciju
Ctg = Ctg‘<0,n> : <0, 7'L'> — R
koja je bijekcija pa ima inverznu funkciju
arcctg = Ctg ™! : R — (0, 77)
koju nazivamo arkus kotangens.
Y
/2
Yy = arcctgx
xT
-3 -2 -1 0 1 2 3

Slika 3.0.14: Graf funkcije arkus kotangens
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ZADATCI ZA VJEZBU
1. Skicirajte grafove funkcija:

(@ f(x)=3x-3

Rjesenje:

-2

Slika 3.0.15: Graf funkcije f(x) = Jx —3

(b) f(x) =x%+x—12.

Rjesenje:

Slika 3.0.16: Graf funkcije f(x) = x? +x — 12

2. Pronadite kvadratnu funkciju zadanu grafom.
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Slika 3.0.17: Graf kvadratne funkcije

Rjesenje: f(x) = —3x2 +5.

3. Rijesi jednadZbe:
(a) sin2x = %

RjeSenje: x = § +kmr, k€ Z

(b) cosx = @

Rjesenje: x = 7 + 2k, k € Z.

4. Rijesi jednadZzbe:

(a)

(b)

Inx+1=0
Rjesenje: x = ¢!
e =1

Rjesenje: x = 0.

5. DokaZi sljedece trigonometrijske identitete:

(a)
(b)
()

cosdx—cos2x __ __ 2
sinxsin3x

cos(%+x)+cos(%fx)
Cos(%er) fcos(%fx)

1—cos2x
sinx

= —ctgx

= 2sinx.
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LIMESI

Granicna vrijednost ili limes funkcije koristi se kako bismo opisali
ponasanje funkcije kad se njen argument priblizava nekoj tocki ili kad
argument postaje proizvoljno velik, tj. raste u beskonac¢nost. Grani¢ne
vrijednosti éemo u nastavku ovog poglavlja i u idu¢em poglavlju
koristiti kako bismo definirali neprekidnost i derivaciju funkcije.

Definicija 17: Neka je € > 0ia € R. Otvoreni interval
< a—¢€,a+ € > zovemo okolina tocke a.

N
v

a—e€ a a+e€
Slika 4.0.1: Okolina tocke a

Definicija 18: Cauchyjeva definicija limesa

Neka je dana funkcija f: Dy — R, Dy C R. Za realan broj I kazemo
da je limes funkcije f u tocki a € R ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0
takav da je (a —9d,a+0) \ {a} € Dfidaiz x € (a—J,a+0) slijedi
f(x) e (l—¢l+¢€).

l—el

Slika 4.0.2: Limes funkcije f u tocki a.

103



104

LIMESI

Dakle, ako postoji realan broj I takav da funkcijske vrijednosti f(x)
teZe prema tocki / kad nezavisna varijabla x tezi prema tocki a, onda
kaZemo da je tocka I limes funkcije f u tocki a i piSemo

lim f(x) = L.

X—a

Iz gornje definicije vidimo da je za pojam limesa funkcije f u tocki a
potrebno da funkcija bude definirana na nekoj okolini tocke 4, ali ne
nuzno i u tocki a.

Takoder moZemo zakljuciti da ako i postoji funkcijska vrijednost u
tocki a, ona se ne mora poklapati s limesom funkcije u tocki a, to je
prikazano na slici 4.0.3.

Slika 4.0.3: Vrijednost funkcije f u tocki a nije jednaka limesu funkcije f u
tocki a

Definicija 19: Neka je a € Dy. Ako postoji lim,,, f(x) i ako je
limy,, f(x) = f(a), onda kazemo da je funkcija f neprekidna u
tocki a. KaZzemo da je funkcija f neprekidna na skupu S C Dy ako
je neprekidna u svakoj tocki x € S.

MoZemo zakljuciti da funkcija sa slike 4.0.3 nije neprekidna u tocki a.

Nezavisna varijabla x moze teZiti tocki a slijeva i zdesna i ti limesi
ne moraju biti jednaki.
Vrijednost [ je limes s lijeva funkcije f u to¢ki a4, odnosno

lim f(x) =1

X—a-



LIMESI

ako za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da iz x € Dy N (a — 4, a) slijedi
|f(x)—1] <e.

Sli¢no, vrijednost [ je limes s desna funkcije f u to¢ki a, odnosno

lim f(x) =1

x—at

ako za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da iz x € Dy N (a,a + 9) slijedi

If(x) =1 <e.

Primjer 11. Nacrtajmo graf funkcije f zadane s

Flx) = { x2—2,x <1,

x,x > 1.

Slika 4.0.4: Limes funkcije u toc¢ki

Vidimo da gornja funkcija nema limes u tocki 1 jer ako se tocki 1
priblizavamo s lijeve strane, funkcijske vrijednosti teZe prema —1, a
ako se pribliZavamo s desne strane, funkcijske vrijednosti teZe prema 1.

Kod ra¢unanja limesa funkcija koristimo osnovna svojstva limesa
koja éemo sad navesti. Neka funkcije f i g imaju limese u tocki xo.
Tada vrijedi:

1. limy oy (f £ 9)(x) = limy sy, f(x) £ limyy, g(x)
2. limus g (f - 8) (%) = limus f(x) - lima—s x g(x)

. limy oy, f(x .
3. limy_yy, (é) (x) = 7“((), limy ., g(x) #0

= Timy g
4o Timag (F(080)) = (limpy, f(x)) 080,

Posebno vrijedi limy .y, (c¢f(x)) = climy_y, f(x).
U nastavku ¢emo bez dokaza navesti nekoliko osnovnih limesa
funkcija koje ¢emo koristiti kod ra¢unanja limesa ostalih funkcija:
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hmx%O sinx __ 1

=

Rl=

N

In(14+x) _
nxx _1

3. lim, 0

a*—1 __
= = Ina

4. lim, 9

. X _
5. limy_0 % =1.

o]

Kod ra¢unanja limesa mogu se pojaviti neodredeni oblici %, ~
000, co—o00, 00, 1%°, co¥. Svi ti oblici transformacijama se svode
na jedan od oblika J i 2 kod kojih mozemo koristiti L'Hospitalovo
pravilo. Njega ¢emo uvesti kao jednu od primjena diferencijalnog
racuna. Do tad ¢emo se koristiti drugim tehnikama rac¢unanja limesa.

Zadatak 42. Izracunajte limese:

1.

lim x% 4 4x — 21
=3 x3—3x2
Rjesenje:
g 4 =21 x4 7x —3x —21
=3 x3—3x2  x53 xZ(x —3)
— m x(x+7)—=3(x+7) _ limw(x+7) _ E
X3 x2(x —3) =3 x2(x—3] 9
2.
2
lim
x—23 — \/_x2
Rjesenje:
lim X2 ~ lim 4—x? 3+ Vx2+5
523 —\/x2+5 23— x2+5 3+/x2+5
(4 —x?) (3+\/x2—|—5)
= lim
X2 9— (x2+5)
(4?7 (34 VA7 +5)
=1
xlﬁné 4 =57
=34+1V4+5=
3.
. 1—cos2x
lim ——
x—0 3xsinx
Rjesenje:
B 1—cos2x m sin? x + cos? x — (cos? x — sin® x)
x>0 3xsinx  x—0 3xsin x
2sin x 2., sinx 2
= lim = lim =

150 3XSHTT | 3120 X 3
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* tg 4
lim 8%
x—0 X
Rjesengje:
. tgdx . sindx . 4sindx
lim = lim =Ilim ———
x—=0 X x—0xcosdx  x—04xcosdx
in4 1
=4lim S X lim =4.
x—0 4x x—0 cosdx
5. ¢ .
lim g X —3s1n X
x—0 X
Rjesenje:
i 8%~ sinx lim SNX _ ginx ~ lim sin x — sin x cos x
X—0 x3 X—0 x3 x—0 x3 cos x
. _sinx(1—cosx) .. sinx_ . 1—cosx
= lim = lim lim
X0 x3 cos x x=0 X x—0 x2cosx
_ ZSil’IZ%_ ) 2811’12% 1. sin2§ ) 1 1
T x00x2cosx | x0 4(3)?cosx 2 x50 (3)? so0cosx 2
1
lim n(5x+1)
x—0 X
Rjesenje:
In(5 1 In(5 1
hmM — SIimM — 5.
x—0 X x—0 5x
lim (1 + 3x)*
x—0
Rjesenje:
2 6 1 6
lim (1 4 3x)* = lim(1 4 3x)3 = <lim(1 +3x)3x> = é°.
x—0 x—0 x—0
) e4x — X
lim
x—0 X
Rjesengje:
4x _ x X 3x_1 3eX 3x_1
:lime ¢ :hme(e )zlimw
x—0 X x—0 X x—0 3x
e —1 _

= lim 3¢”* lim
x—0 x—0 3x







DERIVACIJE

Derivacija funkcije zajedno s integralnim ra¢unom ¢ini osnovu infini-
tezimalnog ra¢una koji ima Siroku primjenu u znanosti i inZenjerstvu.
Povijesno su dva po prirodi razli¢ita problema bila glavna motivacija
za razvoj diferencijalnog racuna. Jedan od njih je fizicki problem
definiranja pojma brzine. Drugi problem je geometrijske naravi, a
odnosi se na pitanje postojanja jedinstvene tangente u nekoj tocki grafa
funkcije f.

Derivacija opisuje brzinu promjene funkcije u odnosu na promjenu

argumenta funkcije.

5.1 DEFINICIJA DERIVACIJE

Slika 5.1.1: Definicija derivacije

Oznatimo tocke Ty(xo, f(x0)) 1 T(xo + Ax, f(xo + Ax)) na grafu funk-
cije f. Prisjetimo se da je koeficijent smjera pravca jednak tangensu
kuta koji pravac zatvara s pozitivnim dijelom osi x. Pravac s kroz tocke
Tp i T nazivamo sekantom grafa funkcije f. Vidimo da je koeficijent

smjera sekante
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Kad Ax — 0, to¢ka T se po grafu funkcije "giba" do tocke Tj i sekanta
s prelazi u pravac t kojeg nazivamo tangentom na graf funkcije f u
tocki xp. Dakle, ako postoji limay_,9, on ée nam dati koeficijent smjera
tangente funkcije f u tocki xo. Taj limes nazivamo derivacija funkcije
f u to€ki x¢ i definiramo ga kao

Flx) = tim & = i [0 HAY) — f(x)

Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

KaZzemo da je funkcija f derivabilna u tocki xp ako postoji limes
lima,—s0 W. Funkcija f je derivabilna na intervalu (a,b)
ako je derivabilna u svakoj to¢ki tog intervala. Za funkciju f kaZemo
da je derivabilna ako je derivabilna na cijelom podrudju definicije.
Kao sto smo veé rekli,

k =tga = f'(x0).

Dakle, jednadzba tangente na graf funkcije f u toc¢ki x je
t...y— fxo) = f'(x0)(x — x0).

Oznacimo s D} skup svih to¢aka domene Dy funkcije f u kojima
postoji derivacija f'(xg). Funkciju

x— f'(x), x € D}

nazivamo derivacija funkcije f.

Dakle, derivacija funkcije u tocki realan je broj, a derivacija funk-
cije je nova funkcija koja ¢e svakoj tocki domene pridruziti koeficijent
smjera tangente u toj tocki.

Derivabilnu funkciju f kojoj je derivacija f’ neprekidna funkcija nazi-
vamo neprekidno derivabilna ili glatka funkcija.

Zadatak 43. Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije f(x) = 3x> —1

u tocki xo = 3 koristeci se definicijom derivacije funkcije.

RjeSenje: Dakle, moramo odrediti tangentu kvadratne funkcije
f(x) = $x* — 1 u danoj toki Tp.
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Slika 5.1.2: Zadani elementi zadatka 43
Najprije odredimo koordinatu yg tocke Tp:

TN e SR
yo—f(3)—2 3 1—2.

Sad odredimo koeficijent smjera tangente u tocki Tp koriste¢i se defini-
cijom derivacije:

Ax—0 Ax
1 1
C tm JB3+Ax)?2—1—[5-32—1]
Ax—0 Ax
. 3Ax+3Ax% AF(3+ 3Ax)
= Am, Ax = A, AX =3
JednadZba tangente glasi
11
t =3x— —.
y=3x 5

Ako funkciju f i pravac t prikaZzemo graficki, moZemo se uvjeriti da je
t tangenta na graf u tocki Tp.
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Slika 5.1.3: RjeSenje zadatka 43

Zadatak 44. Koristeci se definicijom derivacije funkcije odredi derivaciju

funkcije f(x) = /x.
Rjesenje:

f/(x) —  lim f(x+Ax)—f(x)

Ax—0 Ax
. Vx+Ax—/x
= lim
Ax—0 Ax

‘i VX+Ax —/x Vx+Ax+/x

= Ao, Ax Vrt Ax+ /X
= lim mz — \/}2
Ax—0 Ay (\/W—F \/})
KX 1

Ax%OM(m_i_ﬁ) 2/x

Zadatak 45. Koristeci se definicijom derivacije funkcije odredi derivaciju
funkcije f(x) = sin x.
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Rjesenje:

oy e J(XFAX) — f(x)
fa = =
~ bm sin(x 4+ Ax) — sinx
C Ar=0 Ax

s X+Ax—x x+Ax+x
2s8in*=5—c0s 5

= lim
Ax—0 Ax

) Zsin%cosw

= lim

= cosx.
Ax—0 24x

Zadatak 46. Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije f(x) = x> u
tocki xo = 2 koristeci se definicijom derivacije funkcije.

RjeSenje: y = 4x — 4.

Zadatak 47. Koristeci se definicijom derivacije odredite derivacije sljedecih
funkcija:

1. f(x) =23
Rjesenje: f'(x) = 3x?

2. f(x) =cosx

Rjesenje: f'(x) = —sinx
3 f(x) = tgx
Rjesenje: f'(x) = 1.

5.2 DERIVACIJE ELEMENTARNIH FUNKCIJA I PRAVILA DERIVIRA-
NJA

Koriste¢i definiciju derivacije funkcije, mogu se izvesti sve derivacije
elementarnih funkcija. Mi ¢emo navesti dobivene rezultate za one
funkcije koje ¢emo koristiti:

=0
(xn)/ _ nx(n—l)
(cosx)’ = —sinx
(sinx)" = cosx
—1
(ctgx)' = —
sin”x
1
tgx) =
8¥) cos?x
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Koriste¢i definiciju derivacije takoder izvodimo pravila za derivaciju
zbroja, umnoska i kvocijenta funkcija te pravilo za derivaciju sloZene
funkcije. Ovdje ¢emo ih sve navesti, a neke od njih i dokazati:
(f£8)(x) = f'(x) £8'(x)
(f-8)'(x) = f1(x) - g(x) + f(x) - §'()
(f)' f1(x)g(x) = f(x)g(x)
8 (g(x))*
(f(g(x))" = f'(g(x))8' (x).
Dokazimo npr. pravilo za derivaciju umnoska:
(f-8)'(x)
e (P9 AY — (F ) (3)
Ax—0 Ax
L f A gl AY) — f(x) - g(x)
Ax—0 Ax
L Flr AN+ AY) — F8() + fRg(x + Ax) — F(x)g(x + Ax)
Ax—0 Ax
o LG+ ) — F(3)] g(x+ A%) + £(2) [g(x + Ax) — g(x)]
Ax—0 Ax
et Ax) — f(x)] . [g(x +Ax) — g(x)]
B L T R v
= f(x)g(x) + f(x)g' (x)-

Ako stavimo da je f(x) = ¢,¢ € R, dobivamo

(c-8)'(x)

=c'-g(x) +c-¢'(x)

=0-g(x)+c-g'(x)

=c-g'(x)
Zadatak 48. Koristeci se tablicnim derivacijama elementarnih funkcija i
pravilima deriviranja, odredite derivacije sljedecih funkcija:

1. f

2. f(x) =tgx

w
—

S A
-
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8. f(x) =In(Inx+5)

RjeSenje:
1. Koristimo pravilo za derivaciju zbroja dviju funkcija:

f'(x) = cosx + 5x%.

2. Koristimo pravilo za derivaciju umnoska dviju funkcija:

X3
5o

/ — (3Y/ 3 I a2
f/x) = () 'tgx + x°(tgx)" = 3x’tgr + —-

3. Koristimo pravilo za derivaciju umnoska konstante i funkcije:
/ / 5
f'(x) =5(Inx)" = >

4. Koristimo pravilo za derivaciju kvocijenta dviju funkcija:

(sinx)’x? — sinx(x?)’  xcosx — 2sinx

filx) = =

(22’ 3

5. Zapisimo funkciju f u obliku:
fx) =4+4x +x°
Sad koristimo pravilo za derivaciju zbroja:
f'(x) =0+4+2x =4+ 2x.
6. Sad koristimo pravilo za derivaciju sloZene funkcije:
x5 24x IR (2 +x)'e,
Dakle, ¢(x) =2+ x,a f(x) = x'. Sad je
fl(x) =162+ x)°(2+x)' =16(2+x)".
7. Sad koristimo pravilo za derivaciju sloZene funkcije:
NN NER sin(5x).
Dakle, g(x) = 5x, a f(x) = sinx. Sad je

f'(x) = cos(5x)(5x)" = 5cos(5x).
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8. Sad koristimo pravilo za derivaciju sloZene funkcije:

x5 Inx +5 IR In(Inx + 5).

Dakle, g(x) = Inx +5, a f(x) = Inx. Sad je

1 1 1
1 = = .
(Inx +5) Inx+5 x  x(Inx+5)

flx) =

Inx +5

9. Sad koristimo pravilo za derivaciju sloZene funkcije i pravilo za
derivaciju kvocijenta:
1 1
N +x f +x

— ct .
1—x Cgl—x

Dakle, g(x) = 1%, a f(x) = ctgx. Sad je

, -1 1+xY)
flx) = sinz(%fi).(l—ﬁﬂ

-1 1(1—x)— (-1)(1+x)
s (1) (-

-1 l1—-x+1+x

s? (11) (- xp

-2
(1- x)zsin2 (%Jj—ﬁ) '

Zadatak 49. Koristeci se tablicom derivacija elementarnih funkcija i pravi-
lima deriviranja, odredi derivacije sljedecih funkcija:

1 f(x) = o5
Rjesenje: f'(x) = i1

In“ x

2. f(x) =x* ctgx

Rjesenje: f'(x) = 7"3(23;‘22;_9‘)

3. f(x) = (Bx+2)3
Rjesenje: f'(x) = 9(3x +2)?

4. f(x) =cos(3x+1)
Rjesenje: f'(x) = —3sin(3x + 1)

5. f(x) =Ini%
Rjesenje: f'(x) = —=2

T 1«2

5.3 L'HOSPITALOVO PRAVILO

Kao $to smo ve¢ spomenili u prethodnom poglavlju kod ra¢unanja
limesa moZe se pojaviti jedan od sedam neodredenih oblika:

0 oo

6/ ;/

0 0
0-00, co—o00, 0°, 17, 0",
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Limese oblika J i £ jednostavnije moZemo rijesiti pomo¢u L'Hospitalovog
pravila koje ¢emo navesti u nastavku. Ostali neodredeni oblici se po-
mocu odgovarajuéih transformacija svode na jedan od ova dva oblika.
L'Hospitalovo pravilo
Neka za funkcije f,g : D — R vrijedi
lim f(x) =0, limg(x) =0 ili

X—cC xX—cC

lim £(x) = o9, limg(x) = e,

pri ¢emu je ¢ € (a,b) C D. Neka su f i g neprekidne na skupu [a, ]
i neprekidno derivabilne na skupu (a,c) U (c,b). Neka je g(x) # 0
za svaki x € (a,c) U (c,b). Ako postoji limy_,. % = k, pri ¢emu je
k€ Rilijek = ocoilije k = —oo, tada je

e ) )

m ——— = lim

x=eg(x)  xmegl(x)

Zadatak 50. Izracunajte limese:

1.
. sinbx
li
x—0 X
Rjesengje:
. . I
1 sin5x _ lim (sin5x)" I 5cos5x _
x—=0 X =0 (x) x—0 1
2. |
lim n(5x+1)
x—0 X
Rjesenje:
1 1 1 1)) st
LoIGel) L (nGxrl) s,
x—0 X x—0 (x)! x—0 1
3.
. x?2+2x—15
lim ———
x—3 x—3
Rjesenje:
. x4 2x—15 . (¥*+2x—15)" . 2x+2
lim ————— = lim = lim = 8.
x—3 x—3 x—3 (x — 3)/ x—3 1

5.4 RAST I PAD FUNKCIJE. EKSTREMI

U nastavku ¢emo koriStenjem prve derivacije dati kriterije za rast i pad
te lokalne ekstreme funkcije. Prisjetimo se definicije (strogo) rastuce i
(strogo) padajuée funkcije iz poglavlja 3, Elementarne funkcije.
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Definicija 20: KaZzemo da funkcija f raste (strogo raste) na podrudju
S C D akoje

fx1) < fx2) (f(x1) < f(x2))

zasve x1,x2 € S, x1 < Xx3.
KaZemo da funkcija f pada (strogo pada) na podru¢ju S C D ako je

f(x1) = f(x2) (f(x1) > f(x2))
za sve X1,Xp € S, x1 < xp.

Primjer 12. Jedan primjer svugdje rastuce funkcije je eksponencijalna funk-
cija s bazom vecom od 1.

Slika 5.4.1: Eksponencijalna funkcija

Definicija 21: Neka je xo € D. KaZemo da je to¢ka f(xp) lokalni
minimum funkcije f ako postoji okolina (xo — J, xo + ) tocke xp na
kojoj je

f(xo) < f(x)
za svaki x € (xg — 6, x9 + 0).
KaZemo da je to¢ka f(xo) lokalni maksimum funkcije f ako postoji
okolina (xp — 6, xo + 6) tocke xg na kojoj je

f(xo) = f(x)

za svaki x € (xg —0,x0 +9).

Na slici 5.4.2 nacrtan je graf neke funkcije te su na njemu postavljene
tangente u tockama A, Bi C.

3.5
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Slika 5.4.2: Rast i pad funkcije. Ekstremi.

Vidimo da to¢ka A leZi na intervalu na kojem funkcija strogo raste,
a B na intervalu na kojem funkcija strogo pada. Takoder vidimo da je
tocka C(xo, f(xp)) lokalni maksimum funkcije jer je f(xp) > f(x), za
svaki x iz neke okoline (xy — J, xg + 6) tocke xo.
Pogledajmo sad tangentu u tocki A. Prisjetimo se da nam je derivacija
funkcije u to¢ki dala koeficijent smjera tangente u toj tocki, tj. k1 =
f'(x1) = tgay. Kako je 0° < a3 < 90°, onda je f'(x;) > 0. Sli¢no je
tako ky = f'(x2) = tgaa. Kako je 90° < ap < 180°, onda je f'(x2) < 0.
Dakle, mozemo zakljuciti sljedece:
pretpostavimo da funkcija f ima prvu derivaciju u svakoj tocki nekog
intervala (a,b);
ako je

f'(x) >0(f'(x) >0), zasvaki x € (a,b)

onda funkcija f raste (strogo raste) na (a,b);
ako je
f'(x) <0(f'(x) <0), zasvaki x € (a,b)

onda funkcija f pada (strogo pada) na (a,b).

Prou¢imo sad lokalne ekstreme. Njih trazimo u to¢kama xp € D
za koje postoji okolina na kojoj je funkcija f definirana i u kojima je
f'(x0) = 01ili ne postoji f'(xp).

Definicija 22: Neka je f neprekidna funkcija u to¢ki x. Tocka xp je
stacionarna tocka funkcije f ako je f’'(xp) = 0. Totka x je kriti¢na
tocka funkcije f ako je xp stacionarna tocka ili ako f nije derivabilna
u tocki xo.
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Dakle, kriti¢ne tocke su jedine tocke u kojima mogu (ali i ne moraju)
postojati lokalni ekstremi.

Definicija 23: Neka je f neprekidna u tocki xp. Ako postoji § > 0
takav da je f'(x) <0, za svaki x € (xg —J,x0) i f'(x) > 0, za svaki
x € (xp,x0+6), onda je f(xp) lokalni minimum. Ako postoji § > 0
takav da je f'(x) > 0, za svaki x € (xo — 6, x0) i f'(x) < 0, za svaki
x € (x9,x0 + 6), onda je f(xo) lokalni maksimum.

Jednostavnije govoreéi, ako funkcija f do tocke f(xp) pada, a od
tocke f(xg) raste, onda je f(xg) lokalni minimum. Isto tako, ako
funkcija f do totke f(xp) raste, a od totke f(xg) pada, onda je f(xp)
lokalni maksimum.

U pojedinim zadacima koji slijede prokomentirat éemo i postojanje
asimptota na graf funkcije. Stoga u nastavku dajemo i definiciju
asimptota.

Asimptota funkcije je pravac sa svojstvom da udaljenost izmedu
tocke grafa funkcije i tog pravca tezi u nulu kada toc¢ka na grafu tezi u
beskonacnost. Asimptote mogu biti vertikalne, horizontalne i kose.

Pravac x = xp nazivamo vertikalna asimptota funkcije f ako vrijedi

limy_y,- f(x) = £oo ili lim f(x) = Foo.
x—xot
U prvom slucaju govorimo o vertikalnoj asimptoti s lijeve strane, dok
u drugom slucaju govorimo o vertikalnoj asimptoti s desne strane.
Vertikalne asimptote mogu se nalaziti u tockama u kojima funkcija
nije definirana ili u otvorenim rubovima domene.

Horizontalne asimptote su pravci paralelni s x-osi, dakle imaju
koeficijent smjera k = 0. Pravac y = I naziva se desna horizontalna
asimptota funkcije f ako postoji

F= A
Pravac y = | naziva se lijeva horizontalna asimptota funkcije f ako
postoji

I= lim f(x).

X—>—00
Preostaje nam jo$ razmotriti kose asimptote . Desna kosa asimptota
je pravac y = kx + | za koji vrijedi

lim [f(x) —kx—1]=0.

X— 400

Lijeva kosa asimptota je pravac y = kx + [ za koji vrijedi

lim [f(x)—kx—1] =0.

x——00

Koeficijenti k i  za desnu kosu asimptotu jednaki su

k= lim @,
x—+oco X
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pri ¢emu je k # 0, —oo, +oco i

= lim [f(x)—kx],

X— 400

pri ¢emu je I # —oo, 4-00. Analogno odredujemo koeficijente k i [ za
dobiti lijevu kosu asimptotu tj.

k= lim m,
X——00 X

pri ¢emu je k # 0, —co, +co i

I= lim [f(x)—kx],

P
pri ¢emu je | # —oo, +-o00.
Zadatak 51. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = $x% — 1x% — 6x.

Rjesenje: Odredimo derivaciju funkcije f:

1 1

! 2 2

= .32 . 2x—6=x>—x—6.
f(x)33x2x6xx6

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predz-
nak derivacije. Mi ¢emo to napraviti tako da nacrtamo derivaciju, tj.
kvadratnu funkciju f'(x).

—(-1)+£/(—1)2+24 1+5
. -

2 4

X12 =

X1 = —2,X2 =3.

Slika 5.4.3: Graf funkcije f'(x) = x> —x —6

Sa slike 5.4.3 vidimo da su vrijednosti kvadratne funkcije pozitivne
na intervalu (—oo, —2) U (3, 00), a negativne na intervalu (—2,3). To
znadi da f raste na intervalu (—oo, —2) U (3, 00), a pada na intervalu
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(—2,3).

Stacionarne tocke su x; = —2, x, = 3 jer smo dobili da je u tim
tockama derivacija jednaka nuli. Kako je lijevo od tocke x; = —2
f' > 0, tj. funkcija raste, a desno je f’ < 0 pa funkcija pada, onda je u
tocki x; = —2 lokalni maksimum 4. lokalni maksimum je f(—2) = %.
Isto tako, lijevo od tocke x, = 3 funkcija pada, a desno raste pa je u
toj tocki lokalni minimum 4. lokalni minimum je f(3) = —%.

Dakle, M(—2,%) je totka lokalnog maksimuma, a m(3, —%) tocka

lokalnog minimuma na grafu.

Iako se u zadatku to ne traZi, ovdje je jos dodatno skiciran graf funkcije
f te su oznaceni njeni lokalni ekstremi. Na skiciranom grafu mozemo
provjeriti dobivene intervale rasta i pada.

20 -15 -10 -5 [

Slika 5.4.4: Graf funkcije f(x) = 3x° — 7x° — 6x

Zadatak 52. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = =213,

x2

Rjesenje: Funkcija nije definirana u 0, dakle D = R\ {0}. Sad
odredimo derivaciju funkcije f:

g =22 —2x(—2x+3)  —2x*4+4x* —6x  2x* —6x

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Vidimo da je nazivnik pozitivan za svaki x # 0 tako da
nam predznak derivacije ovisi o brojniku, a to je kvadratna funkcija

koju jednostavno mozZemo nacrtati. Odredimo joj nultocke:

2x(x—3) =0

x1 =0,x =3.
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Primijetimo da x; = 0 nece biti ekstrem jer x; = 0 ¢ D. Dakle, x; =0
je kriti¢na tocka funkcije f.

Slika 5.4.5: Graf funkcije f'(x) = 2x% — 6x

Sa slike 5.4.5 vidimo da su vrijednosti kvadratne funkcije pozitivne

na intervalu (—oo,0) U (3,0), a negativne na intervalu (0, 3). To znaci
da f raste na intervalu (—oo,0) U (3, c0), a pada na intervalu (0, 3).
Stacionarna tocka je xo = 3. x; = 0 nije stacionarna tocka jer ne
pripada domeni D. Kako lijevo od tocke x, = 3 funkcija pada, a desno
raste, u toj tocki je lokalni minimum i on je jednak f(3) = —3.
Dakle, m(3, —3) je tocka lokalnog minimuma na grafu.
Iako se u zadatku to ne trazi, ovdje je jos dodatno skiciran graf funkcije
f te je oznacen njen lokalni minimum. Na skiciranom grafu moZemo
provjeriti dobivene intervale rasta i pada. Primijetimo da je pravac
x = 0 lijeva i desna vertikalna asimptota. Takoder, pravac y = 0 je
lijeva i desna horizontalna asimptota.

m

%

Slika 5.4.6: Graf funkcije f(x) = =253

2
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Zadatak 53. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = x3e™*.
Rjesenje: Odredimo derivaciju funkcije f:
fl(x) =3x% " + 2% (~1) = ¥’ *(3 —x).

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Kako je x?¢~* > 0, predznak derivacije ovisi o linearnoj
funkciji ¥ = 3 — x koju jednostavno moZemo skicirati.

Slika 5.4.7: Graf funkcije f/'(x) =3 —x

Vidimo da je prva derivacija pozitivna na intervalu (—oo,3), a ne-

gativna na intervalu (3,c0). To znadi da funkcija raste na intervalu
(—00,3), a pada na intervalu (3, 00). Stoga je M(3, f(3)) = M(3,27¢3)
tocka lokalnog maksimuma na grafu.
Tako se u zadatku to ne trazi, ovdje je jos dodatno skiciran graf funkcije
f te je oznacen njen lokalni maksimum. Na skiciranom grafu moZemo
provijeriti dobivene intervale rasta i pada. MoZemo primijetiti da je
pravac y = 0 desna horizontalna asimptota.

Slika 5.4.8: Graf funkcije f(x) = x3e™*
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Zadatak 54. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = x + 2.

Rjesenje: Napisimo f u obliku f(x) = . Sad odredimo deriva-

ciju funkcije f:

x2+4
X

22— (x?+4) x4

/ —
F(x) i P
Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Kako je x> > 0, za x # 0, predznak derivacije ovisi o
kvadratnoj funkciji y = x?> — 4 koju jednostavno moZemo skicirati.

Odredimo nultocke kvadratne funkcije:

T2

Slika 5.4.9: Graf funkcije f'(x) = x> — 4

Sa slike 5.4.9 vidimo da su vrijednosti kvadratne funkcije pozitivne
na intervalu (—oo, —2) U (2, 00), a negativne na intervalu (—2,2). To
znadi da f raste na intervalu (—oo, —2) U (2, 0), a pada na intervalu

(=2,2)\ {0}

Stacionarne tocke su x; = —21i x, = 2. Kako lijevo od tocke x; =
—2 funkcija raste, a desno pada, onda je u toc¢ki x; = —2 lokalni
maksimum i on iznosi f(—2) = —4. Sli¢no je u tocki x, = 2 lokalni

minimum i on iznosi f(2) = 4. Dakle, M(—2, —4) je to¢ka lokalnog
maksimuma, a 1(2,4) totka lokalnog minimuma na grafu.

Iako se u zadatku to ne trazi, ovdje je jos dodatno skiciran graf funkcije
f te su oznaceni njen lokalni minimum i maksimum. Na skiciranom
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grafu moZemo provjeriti dobivene intervale rasta i pada. Takoder
vidimo da je pravac x = 0 lijeva i desna vertikalna asimptota.

m

=30 —25 —20 =15 =10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Slika 5.4.10: Graf funkcije f(x) = x + %

X

Zadatak 55. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = xInx.

Rjesenje: Odredimo derivaciju funkcije f:
, 1
f'(x) :1-lnx—|—x-; =Inx+1.

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Odredimo najprije stacionarnu to¢ku:

Inx+1=0

Inx = -1

Sad nacrtajmo funkciju Inx + 1:
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|
~

Slika 5.4.11: Graf funkcije f'(x) = Inx +1

Vidimo da je derivacija negativna na intervalu (0,e~'), a pozitivna
na intervalu (e~!,c0). To znati da funkcija pada na intervalu (0, '),
a raste na intervalu (™1, 00) teje m(e™ !, f(e71)) = m(e™!, —e ) totka
lokalnog minimumuma na grafu.

0§ je dodatno skiciran graf funkcije f te je oznacena tocka m(e~1, —e™1).
Josj g ] )

25

05

-0.5 m

Slika 5.4.12: Graf funkcije f(x) = xInx
Zadatak 56. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = —31In(1+ x?).
Rjesenje: Odredimo derivaciju funkcije f:

1 1
2 14x2

1 1 —X

2/—_7.7. e
A+ == e ¥~ 1y

fl(x) =

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Kako je nazivnik pozitivan, predznak ovisi o brojniku, a to
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je linearna funkcija. Stacionarna tocka je x = 0. Skicirajmo funkciju

y=—x

-4

-5

Slika 5.4.13: Graf funkcije f'(x) = —x

Iz predznaka derivacije vidimo da funkcija f raste na intervalu
(—00,0), a pada na intervalu (0,0). Stoga je M(0, f(0)) = M(0,0)
tocka lokalnog maksimuma na grafu.

Ovdje je jos za provjeru skiciran graf funkcije f i na njemu oznacena
tocka M(0,0).

Slika 5.4.14: Graf funkcije f(x) = —1In(1 + x?)

Zadatak 57. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = 25—
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Rjesenje: Odredimo derivaciju funkcije f:

1-(x%—2x+3) —x(2x —2)

!
flx) = (x2—2x + 3)2
o x?—2x+3-2x"+2x
N (x2 — 2x + 3)2
. —x*+3
(a2 —2x+3)?

Kako je nazivnik pozitivan, predznak derivacije ovisi o kvadratnoj
funkciji u brojniku. Odredimo joj nultocke i skicirajmo je. Dobivamo

~x*4+3=0
X1 = — 3, Xy = \/g
4
y
2
+
1
T ) T
-6 -5 —4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-1
_ . _
3

Slika 5.4.15: Graf funkcije f'(x) = —x2 +3

Iz predznaka derivacije vidimo da funkcija pada na intervalu <—oo, -3 > U
<ﬁ, 00>, a raste na intervalu <—ﬁ, \@> . Stoga je m(—\@,f(_ﬁ)) —
(—\@, 1*4\/§) tocka lokalnog minimuma, a M(\@, f (\@)) — (\@’ % )

tocka lokalnog maksimuma na grafu.
Ovdje je takoder jo$ dodatno skiciran graf funkcije f na kojem mo-
Zemo vidjeti eksteme funkcije te lijevu i desnu horizontalnu asimptotu

y=0.
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m

Slika 5.4.16: Graf funkcije f(x) = P
Zadatak 58. Od pravokutnog kartona duljina stranica 12 i 20 napravite
kutiju bez poklopca maksimalnog volumena.

Rjesenje:
Nacrtajmo pravokutnik te s x ozna¢imo stranice kvadrata koje ¢emo
rezati po jednoj unutarnjoj stranici i savijati za zalijepiti kutiju.

12

20

Slika 5.4.17: RjeSenje zadatka 58

Volumen kutije iznosi
V(x) = (12 —2x)(20 — 2x)x = (240 — 24x — 40x + 4x2)x
4x3 — 64x* 4 240x.

Odredimo x tako da volumen bude maksimalan tj. nadimo maksimum
funkcije V. Nadimo derivaciju funkcije V:

V'(x) = 12x* — 128x + 240.

Iz V/(x) = 0 dobivamo x1, = 16%7‘/@ pasu x; = @ ixy =
16*%7‘/@ stacionarne tocke. Domena funkcije V je (0, 6). Kako je V' kva-

dratna funkcija, slijedi da je (0, @) interval rasta, a (16_%7\/@, 6)
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interval pada. Stoga je u to¢ki x; = 16_57@ lokalni maksimum i on
iznosi

(16—2@
v 3

> ~ 262.68.

1642119
3

Tocka x, = ne pripada domeni funkcije V.

Zadatak 59. Baza uspravne prizme je jednakostranican trokut. Oplosje
prizme iznosi 600. Odredite dimenzije prizme tako da volumen bude maksi-
malan.

RjeSenje:
Oznac¢imo osnovni brid prizme s a4, a visinu s v.

Slika 5.4.18: RjeSenje zadatka 59

Volumen prizme iznosi

V= 1 0,
a oplosje
2
O 2.2 ;_/g + 3av
2
600 — ° ;@ +3a0
iz ¢ega dobivamo
2
= 3av =600 — ;/g
L, 200 av3

a 6
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Uvrstimo v u volumen i dobivamo

2
Via) =" V3 (200 s 3) = 50v/3a — %a3.

4 a 6

Za pronaci maksimum funkcije V najprije ju moramo derivirati pa
imamo

3
V'(a) = 50v/3 — gaz.

Stacionarna tocke su a1 = —% ia, = 20;7\/?' Iza>0iv >0
dobivamo da je domena funkcije V interval (0,20+/3). Na toj domeni
je (0, 20?) interval rasta, a <20§/27, 20+/3) interval pada, pa se u tocki
ap = W\T@ postize maksimum. Maksimum funkcije V jednak je

V27 2000/3 V27
Vv (2032 ) = 200V3 Totka a1 = —2¥# ne pripada domeni funkcije

5.5 ZADATCI ZA VJEZBU

Zadatak 60. Izracunajte limese:

. 2_
1. lim X=4

; x+9
2 x11>n;19 5—v/16—x
Rjesenje:

i x+9 L X+9 5+vVIe—x _
-9 5—-y16—x 1+-95—/16—x 5++16—x
i EFOGHVIE—x) . (A9 (5+ V16— x)
X——9 52_m2 X——9 9 +x

= 5+v16+9=10

. tg2x?
3. lim &5
x—0 ¥
Rjesenje:
. 2 2 .
. tg2x? . S5 sin2x? 1
lim 5 = lim RS = lim - 5
x—0 X =0 X x—0 X CcoS 2x
2sin2x? . 1

= lim -lim
x—0  2x? X—0 cos 2x2



4. lim
t—0
Rjesenje:

t

5.5 ZADATCI ZA VJEZBU

cos (x+t)—cos x

lim 8 (x+1) —cosx _ . —2sin L gjn X=X
t—0 t t—0 t
—2sin 2 sin £ sin £ 2x + ¢
= lim i 2 — lim — ltz-sin G = —sinx.
t—0 t t—0 3 2
Zadatak 61. Po definiciji izracunajte derivacije funkcija:
1. f(x) =ctgx
Rjesenje:
: +Ax) — f(x)
!/ — 1 f(x
f(x) AJICI—I}O Ax
~ lim ctg(x + Ax) — ctg(x)
A0 Ax
cos(x+Ax)  cosx
—  lim sin(x+Ax) sin x
Ax—0 Ax
cos(x+Ax) sin x—cos x sin(x+Ax)
—  lim sin(x+Ax) sin x
Ax—0 Ax
~ lim sin(x —x — Ax)
~ Ax>0 Axsin(x + Ax)sinx
~ lim —sin Ax . 1
~ Av>0 Axsin(x + Ax)sinx  sin?x
2. f(x) =223
Rjesenje:
. + Ax) — f(x)
! — 1 f(x
£ A;lgo Ax
— im 2(x + Ax)? —2x3
A0 Ax
— 2 lim X8+ 3x2Ax + 3x(Ax)? + (Ax)3 — XF
T A0 Ax
C ot XF [3x% + 3xAx + (Ax)?]
T T A0 )4

6x2
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3. f(x) = ==
Rjesenje:
' . flx+Ax) — f(x)
flx) = lim, Ax
3 _ 3
— lim VitAx  /x
Ax—0 Ax

VX—vVx+Ax Vx+Vx+Ax
AanAx\/m\f VX 4+ Vx4 Ax

A A

3A19H0 Ax+/x + Axf(f+ Vx + Ax)

ZBM%Am@IﬁJhF+%ﬂI®
-3 -3

ViVE 2 20 /%

Zadatak 62. Izracunajte derivacije funkcija:

1. f(x) = ?;2
Rjesenje:
oo 1 2422\
filx) = co2 22 \2-x2
2—x2
B 1 2x(2—x2) — (2+x%)(—2x)
cos? ;tzi (2 —x2)?
B 1 4x—22° +4x+22°
- 2412 — x2)2
cos? 55 (2—x2)
B 1 8x
- 2+x2 — x2)2
cos? 515 (2 —x2)
2 f( ) - x2+1
Rjesengje:
flx) = (xe )" (x> +1) — (xe %) (x2 + 1)
B (x24+1)2
(e —xe M) (x®+1) —xe *2x
o (x2 +1)2
e [(T—x)(x? +1) — 247
B (x241)2
e (P12 —x—24%)
o (x2 +1)2

e (=3 —x2—x+1)
(17
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Zadatak 63. Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije f(x) = x> —
3x + 2 u tocki T(2,yo).
Rjesenje:
yo=f(2)=2>-6+2=4
f(x) =3x*-3
k=f(2)=3-22-3=9
by —yo=k(x —xp)
t-ooy—4=9(x—-2)
t---y=9x—14.
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6.1 NEODREDPENI INTEGRAL

U ovom poglavlju prou¢avamo sljedeéi problem: ako je zadana funk-
cija f, trebamo naci funkciju ¢ija je derivacija jednaka f. Takvu funkciju
F za koju vrijedi

F'(x) = f(x), za svaki x € (a,b)

zovemo primitivna funkcija funkcije f na intervalu (g, b)
Neka je F primitivna funkcija funkcije f na intervalu
(a,b) ic € R. Tada je

[F(x) +c] = F'(x) 4+ = F/(x) = f(x), za svaki x € (a,b)

pa slijedi da je i F + ¢ primitivna funkcija funkcije f na intervalu (a, b),
tj. primitivna funkcija je skup koji se sastoji od beskona¢no mnogo
funkcija koje se razlikuju za konstantu. Skup

{F+c:ceR}

zovemo neodredeni integral funkcije f i piSemo

/f(x)dx =F(x) +c.
Funkciju f nazivamo podintegralna funkcija.
Primjer 13. Primitivna funkcija funkcije f(x) = x je funkcija F(x) =
3x% +c jer je

/
F’(x):<;x2+c> :%-2 !

Svojstva neodredenog integrala:

=
+
aQ
I
=
I
)
~~
=
~—

[ £ = fx) +c

/zxf(x)dx:oc/f(x)dx, xeR
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[ 1)+l dx = [ fx)dx+ [ glx)dx

Integrali elementarnih funkcija:

xn+1
n
pu— —1
/x dx —— +c,n#

/chdx:lnm Yox#0

ax
/axdx =—+4c¢
Ina
/e" ="+
/sinxdx = —cosx +¢

/cosxdx =sinx + ¢

1
- =t
/ cos2xdx & te
1
/ ) = —ctgx +c.

sin“xdx
Zadatak 64. Izracunajte neodredene integrale:

1. [5(x* —3x* —1)dx

Rjesenje:
/5(x4 dx-5/ xtdx — 15/ 2dx—S/dx
X §2+1 50+1 5 53
= 54_|_1 152_’_1 50+1+c 53—15§—5x—|—c
= x°—5x—5x+c
2. [(3x3 +3x2 — L)dx
Rjesenje:
/(2 3+3x2—7 / 3dx+3/x2dx—f/dx
J 3 3
T
37 35 5 +c €+2x2—§x+c
fS(T/_;)dx
Rjesenje:

/5 5/(—>dx
- 5/ “hy - 5/x de—S/dex—S/x bdx

10
- 5T—5ﬁ+c i —10xd 4 c

1
2 2



6.2 METODA SUPSTITUCIJE

4 (& + V34 )dx
Rjesengje:

/ﬁi+¢ﬁ+2Mx:2/xﬁm+/&%x+2/1M
X X X

Y 2 2
- 2’“_3+x§+zzn|x|+c:—3x3+5x3+2zn|x|+c

6.2 METODA SUPSTITUCIJE

Neka je zadan integral
/ f(x)dx.
Pretpostavimo da f(x) mozemo zapisati u obliku
flx) =0 (u(x) ' (x)

te pretpostavimo da moZemo pronaci primitivnu funkciju V od v, tj.
V' = v. Po pravilu za derivaciju slozene funkcije imamo

[V (u(x))]" = V' (u(x)) u'(x) = v (u(x)) ' (x) = f(x),

tj. sloZzena funkcija V o u je primitivna funkcija funkcije f. Slijedi da je

/f(x)dx = Vou)(x)+c=V(u(x))+ec.
Na ovoj jednakosti zasniva se metoda supstitucije.

Primjer 14. Izracunajte neodredeni integral:
4x2
———dx.
/ P45
RjeSenje:

Odaberimo u(x) = x> +5 i v(x) = 5. Derivacija funkcije u(x) je
u'(x) = 3x2. Primitivna funkcija funkcije o(x) = £ je V(x) = 3 In|x|.
Tada je

4xr 4
¥15 3(x3+5)

(® +5) = v(u(x))u'(x).
Sad je
4x2 4. 4
/mdx: gln‘x —‘1_5’ +C.
Ovaj postupak ¢emo jednostavnije zapisivati na sljedeéi nacin

3
—x34+5
o ) = x
[
du = 3x%dx = x%dx = %du

4 r1 4 4
_ 5/adu:gln‘“|+C=§ln\x3+5’+C-
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Zadatak 65. Izracunajte neodredene integrale

1. [ /4x —5dx

Rjesenje:
u(x) =4x->5 }

/”4x_5dx:{ du = 4dx = dx = Ldu

= 1/\/ﬂdu— 1u? +c= ! (4x =53 +¢
- = = = tc=< _
4 43 6
2. [(—2x+3)7dx
Rjesengje:
7 ) —2x+3
/( “+3) dx—{ :—de:dx——%du}
1 /7 u8 1
= _— = —— — = 2
7 du = >g 16( x+3)%+
3. [x*V2x5 — 1dx
Rjesengje:
=2x"—1
X3\ 2x° — =
/ 22— ldx = { = 10x*dx = x*dx = &du }
1 1 us 1
10/\/ﬂdu 103 te= g (2x5 —1)3 +¢
4 [ 5 3x3+1
Rjesenje:
u(x) =3x3+1
3x3 + 14 du = 9x%dx = x%dx = du

d 2 2
§/—”:fln]u|+c:§ln]3x3+1|+c

5. [sin(—4x +1)dx

Rjesenje:

/sm(—4x—|—l)dx:{ dit = —4dx = dx — 1

1 1 1
—f/sinudu = geosutc= Ecos(—4x—|—1) +c

u(x) =—4x+1 1du}
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6. fsin2 xdx

Rjesengje:

/sin2 xdx = /HOSZde

2
1 1 u(x) =2x
= - [dx—Z 2xdx =
2/x z/cosxx {du:2dx:>dx:%du}
= 1x—i—c—l/ udu—lx—1 inu+c
= 5 1 | cos =5 2 sin
= 1x—1 in2x +c
-2t gt
7. [ tgxdx
Rjesenje:

/tgxdx:/smxdx
Cos X

B u(x) = cosx
N du = —sinxdx = sinxdx = —du

1
— _/adu:—ln]u\—i—c:—ln]cosxl—i—c.

63 ODREDENI INTEGRAL

Definicija 24: Za realnu funkciju f kazemo da je omedena ako postoje
realni brojevi m i M za koje vrijedi m < f(x) < M za svaki x na
podrugju definicije.

Definicija 25: Konac¢an skup totaka D = {xo, x1,...,X,} sa svojstvom
daje

Aa=x<x<x<---<x,=>b.

nazivamo razdioba ili particija segmenta [a, b]. Za particiju D’ kazemo
da je profinjenje particije D ako je D’ C D.

Definicija 26: Neka je A C R. KaZemo da je M € R supremum skupa
A, oznaka sup A ako je M gornja meda skupa A tj. 2 < M za svaki
a € Ai M je najmanja gornja meda.

KaZemo da je m € R infimum skupa A, oznaka inf A ako je m donja
meda skupa A tj. a > m za svaki a € A i m je najveca donja meda.

Uzmimo omedenu funkciju f: [a,b] — R. Zeljeli bismo izratunati

povrsinu P omedenu grafom funkcije f, pravcima x = a, x = b i osi x.

141
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Slika 6.3.1: Povrsina omedena grafom funkcije f, pravcima x = a, x = b i osi
x

Kako je funkcija f zakrivljena, mi ovu povrsinu ne mozemo prekriti
pravokutnicima, ali u nju moZemo upisivati pravokutnike ili ju prekriti
opisanim pravokutnicima. Zbroj povrsina upisanih pravokutnika nazi-
vamo donja integralna suma, a zbroj povrsina opisanih pravokutnika
gornja integralna suma. Na sljede¢im slikama vidimo da je traZzena
povrsina izmedu zbroja upisanih i zbroja opisanih pravokutnika. Ta-
koder, mozemo uociti da se uzimajuéi sve sitniju particiju segmenta
[a,b], zbroj povr$ina upisanih pravokutnika povecava ili ostaje isti, a
zbroj povrsina opisanih pravokutnika smanjuje ili ostaje isti i sve se
viSe pribliZzavaju traZenoj povrsini.

p1 p3 P4

. . . - .
a =) T T T3 b=y

Slika 6.3.2: Donja i gornja integralna suma
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p3
y2
P2
Y25

P(s\/

p1 P9
P7 | ps
. o o " o
a=mxyx] T2 T3 Ty T5 T x7 T3 b= xy

Slika 6.3.3: Donja i gornja integralna suma

Za definirati odredeni integral uzmimo najprije neku particiju D
segmenta [a,b] tj. konacan skup to¢aka D = {xp, x1,...,X,} sa svoj-
stvom dajea =xp < x; < --- < x, = b. Kako je funkcija f omedena,
na svakom podsegmentu [x;_1,%;], i = 1,...,n postoje nenegativni
brojevi m;, M; takvi da je

m;= inf f(x), M= sup f(x),i=1,...,n

XE[X,‘,l,X,'] xe[xiflxxi]
Ako s P ozna¢imo povrsinu ispod grafa funkcije, vrijedi
n n
Y mi(xi —xi1) <P <Y M(xi — xi_1). (11)
i=1 i=1

Sto je n vedi, donja ograda aproksimacije (11) ¢e rasti, a gornja padati.
Definirajmo

s(f,P) = Zn:mi(xi —Xi_1),

i=
S(f,P) = éMi(xi — Xi_1).

Brojeve s(f,P) i S(f,P) nazivamo donja, odnosno gornja Darbo-
uxova suma.

Definicija 27: Donji Riemanov integral funkcije f na [a, b] definira se
kao
/ f =sup{s(f,P): P particija od [a,b]}.

Gornji Riemanov integral funkcije f na [a, b] definira se kao

/7f = inf{S(f,P) : P particija od [a,b]}.
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Definicija 28: Za omedenu funkciju f : [4,b] — R kaZemo da je R-
integrabilna ako je [_f = [ f. Taj broj tada nazivamo Riemanov
integral ili odredeni integral funkcije f na segmentu [a, b] i oznaca-
vamo

/abf(x)dx.

Brojeve a i b zovemo donja, odnosno gornja granica integracije.

Svojstva odredenog integrala:
1. ["f(x)dx =0,

2. fabf(x)dx = — [, f(x)dx,

S8}

. fab cf(x)dx =c f:f(x)dx, ¢ je konstanta,

4 JJ1F(0) £ g(x)]dx = [ f(x)dx + [} g(x)dx,

U1

. fabf(x)dx = [ f(x)dx + fcbf(x)dx,Vc e<ab>,
6. fubf(x)dx >0 akoje f(x) >0,Vx € [a,b].

Za racunanje odredenog integrala koristit éemo sljede¢i teorem bez
dokaza:

Teorem 4. (Newton-Leibnitzova formula)
Neka je f neprekidna funkcija na [a,b] i F primitivna funkcija od f. Tada
vrijedi

b

/bf(x)dx — F(x)| = F(b) - F(a).

a

Dakle, moZemo re¢i da odredeni integral ra¢unamo kao razliku
vrijednosti primitivne funkcije u gornjoj i donjoj granici promatranog
integrala.

Zadatak 66. Izracunajte odredene integrale:

1. 1 idx

Rjesenje:
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2 352 72xd

2.0 ed

Rjesenje:

2 _
32 2xdx—3/ 2dx—2 de

:3/

X3 2
dex—Z/ x2dx—3§ —27
2
5

z 0

- g(zz—og)—g(zg—o%):g@—gﬁ
= Sai-II=VI- V2
72[—40[_32{

15 - 15
3. ff cos(2x + % )dx

Rjesenje:

3 Julx)=2x+7%
ﬁcos(2x+ Ydx = {dudex }

3
= 1/7Tcosudu—1sinu7T —1 sinn—sinz—n
o 2 25_2 3

2 )

3

_ V3

B 4
4 fo pra=ll
Rjesengje:

r— (x) =2x+3
0 2x+3 7 du:2dx:>dx:%du

= 2/ —du——ln|u|‘ ln7 In3)

5. ff’ V3x + 1dx

Rjesenje:
3 ) =3x+1
/1 ”3x+1dx_{du_3dx:»dx_d }
-2 fdu——u— (\/10 Va3)
3 /4 3%

= %(10\@—8) = §<5m_4>.
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6.4 POVRSINE RAVNINSKIH LIKOVA

Promatramo funkcije f, g : [a,b] — R i njihove grafove. Zeljeli bismo
izracunati povr$inu ravninskog lika omedenog grafovima funkcija f i
g te pravcima x = a i x = b kao $to je prikazano na slici 6.4.1.

Slika 6.4.1: Povrsina ravninskog lika

Kako ra¢unanjem fab f(x)dx dobivamo povrsinu ispod grafa funkcije

f na segmentu [a,b], a ratunanjem fab g(x)dx povrsinu ispod grafa
funkcije ¢ na segmentu [a, b], onda je traZena povrs$ina jednaka

P= /gbf(x)dx — /abg(x)dx,
atoje

=[x

Zadatak 67. Odredite povrsinu lika u ravnini koji je omeden parabolom
y=x>+x—12ipravcemy = x — 2.

Rjesenje: Nacrtajmo pravac i parabolu i oznacimo traZenu povrsinu.
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Slika 6.4.2: RjeSenje zadatka 67

Kako bismo odredili granice integracije, moramo pronaci tocke
presjeka pravca i parabole:
PHx—12=x-2

x> —10=0
(x —/10)(x ++/10) = 0
Xlrzzi\/ﬁ.

Sad ra¢unamo traZzenu povrsinu:

P = /m [(x=2) — (x¥* +x—12)] dx

V10
Vi 2 vio
= /f(—x2+10) dx = <—3+10x>
10
~Vi0
Vo’ (—v/10)3 40,/10
—T+1oﬁ— —Tﬂo(—\/ﬁ) =—

Zadatak 68. Odredite povrsinu lika omedenog parabolom
y = —x?—2x+3ipravcemy = —x.

147



148 INTEGRALI

Rjesenje: Nacrtajmo pravac i parabolu i oznacimo traZenu povrsinu.

4 B

-2

Slika 6.4.3: RjeSenje zadatka 68

Kako bismo odredili granice integracije, moramo pronaci tocke
presjeka pravca i parabole:
—x2—2x+3=—x
—x*—x+3=0
X12 = %

Sad racunamo traZenu povrsinu:

g
= 2

P = /1+m [(—x* —2x+3) — (—x)] dx
)
1yis 3 ¥ =2
= 2

- o x43)dx= (-2 -2 43
/H_Jzﬁ(x x+3)dx <3 2+x>1+m

(1- V3 (1-vB)? 3(1-VI3)

24 8 2
(1+V13)?  (1+V13)2 _3(1+x/ﬁ)]

24 8 2

241 41 131
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Zadatak 69. Odredite povrsinu lika sa slike 6.4.4.

Slika 6.4.4: Zadani elementi zadatka 69

RjeSenje:

Zadatak 7o. Odredite povrsinu lika omedenog parabolama
y=—x?+6xiy=x*—2x

Rjesengje:

Nacrtajmo zadane parabole i oznacimo traZenu povrsinu.
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-4

Slika 6.4.5: RjeSenje zadatka 70

Kako bismo odredili granice integracije, moramo pronaci tocke pre-
sjeka parabola:

—x?+6x = x* —2x
—2x* 4+ 8x =0
—2x(x—4) =

X1 :O,XZ:4

/ —x? 4 6x) — (x* — 2x)]dx = /04(—23(2 + 8x)dx

()

0

128 64
3 +6 3

Zadatak 71. Odredite povrsinu lika sa slike 6.4.6.
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Yy = CoST

0.5 1 15

-05

Slika 6.4.6: Zadani elementi zadatka 71

Rjesenje:
Kako bismo odredili granice integracije, moramo rijesiti jednadzbu

cosx—le[O | = x=1
2 ’ -3

n
3

3 1 1
P = /03 (cosx — E)dx = (sinx - 2x>

. T T .
= smg—g—(sm()—O) =

Zadatak 72. Odredite povrsinu lika sa slike 6.4.7.

Slika 6.4.7: Zadani elementi zadatka 72

151



152 INTEGRALI
Rjesenje:

[P ey [ulx) =5
b= /1e2 dx_{duzédxédx:%lu}
3
2

= Zﬁg e'du = 2¢"| =2(ev/e—+/e) =2ye(e—1).

N =

Zadatak 73. Odredite povrsinu lika omedenog parabolama y = x> — 5x i
y=—x>+9x—18

RjeSenje: P = 15.62.
6.5 VOLUMENI ROTACIJSKIH TIJELA

Uzmimo neprekidnu funkciju f: [a,b] — R. Rotacijom luka krivulje
y = f(x) oko osi x na segmentu [a,b] dobivamo rotacijsko tijelo.
Presjek rotacijskog tijela ravninom okomitom na os x krug je radijusa
r(x) ¢ija je povrsina P(x) = 7mr?(x), gdje je r(x) = |f(x)].

Slika 6.5.1: Volumen rotacijskog tijela

Zamislimo da volumen rotacijskog tijela dobivamo zbrajanjem po-
vriina beskona¢no mnogo krugova. Analogan zbrajanju beskona¢no
povrsina bilo bi integriranje povrsina po varijabli x, pa dobivamo
formulu

b
V= 7'(/ r?(x)dx.



6.5 VOLUMENI ROTACIJSKIH TIJELA

Na sli¢an nac¢in dobiva se volumen rotacijskog tijela koje nastaje ro-
tacijom krivulje oko osi y ili bilo kojeg pravca $to ¢emo pokazati u
zadatcima na kraju ove cjeline.

ViSe o volumenu rotacijskog tijela moZe se pronaci u knjigama [1] i

[11].

Primjer 15. Odredite volumen tijela koji nastaje rotacijom lika sa slike oko
0si X.

-2

Slika 6.5.2: Zadani elementi primjera 15

Rjesenje: Skicirajmo rotacijsko tijelo:

|

Slika 6.5.3: RjeSenje primjera 15
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Primijenimo formulu za volumen rotacijskog tijela koje nastaje rota-

cijom pravca y = %x na segmentu od 0 do 5.

Rijesimo sad gornji zadatak standardnom formulom za volumen stosca

1
V = Z#%mo.
37’ JTo

Radijus osnovice stosca jednak je y koordinati sjecista pravaca y = %x
i x =51. r = 3. Visina sto$ca je v = 5. Sad dobivamo

1 /5\? 1257
V‘a‘(z) TS =

Primijetimo da gornje rjeSenje odgovara rjeSenju koje smo dobili upo-
trebom integralne formule za volumen.

Primjer 16. Odredite volumen tijela koji nastaje rotacijom lika sa slike oko
0si x.

-2

Slika 6.5.4: Zadani elementi primjera 16

Rjesenje: Skicirajmo rotacijsko tijelo:



6.5 VOLUMENI ROTACIJSKIH TIJELA

Slika 6.5.5: RjeSenje primjera 16

Primijenimo formulu za volumen rotacijskog tijela koje nastaje rota-
cijom pravca y = 2 na segmentu od 0 do 5.

5 5
Vo= 7 [ 2ax—an [ dx
0 0
5
= 4m-x| =4n(5-0) =20m.
0

Rijesimo sad gornji zadatak standardnom formulom za volumen valjka
V = r’mo.
Radijus osnovice valjka iznosi r = 2, a visina v = 5. Sad dobivamo
V =2%m.5=20m.
Primijetimo da gornje rjeSenje odgovara rjeSenju koje smo dobili upo-
trebom integralne formule za volumen.

Zadatak 74. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika sa slike 6.5.6
oko x-osi.

25

05
xT

-35 -25 -2 -15 -1 -05 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45

-05

- y =sinz

Slika 6.5.6: Zadani elementi zadatka 74
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Rjesenje:

Slika 6.5.7: RjeSenje zadatka 74

Najprije napis§imo jednadZzbu pravca p koji prolazi kroz ishodiste
i tocku T(%, \/Tg) TraZeni pravac je y = %gx. Kako bismo dobili
volumen trazenog rotacijskog tijela, moramo od volumena tijela koje
nastaje rotacijom grafa funkcije f(x) = sinx oduzeti volumen stosca.

Sad imamo da je volumen tijela

¥ ¥ 1— cos2x
Vi = n/ sinxdx = 71/ —dx
0 0

2
T 1.
= 5 (x — Esm2x)

21 2
mwo2m . 4m

3
T
7r2+
= .= _gn— ="
3

7T .
= Ex — Zstx
0
/3
8 7

0

\f3 27

a volumen sto$ca radijusa baze %" i visine 5*

Zadatak 75. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi lika
omedenog parabolom y = x* — 2 i pravcem y = —1.

RjeSenje: Skicirajmo najprije povrsinu omedenu zadanim funkci-
jama.
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05

45 -4 -35 -3 -25 -2 1. -1 05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Slika 6.5.8: Zadani elementi zadatka 75

Da bismo odredili granice integracije, moramo naéi presjek pravca i
parabole:

X —2=-1
=1
X1,2=:|:1.

Skicirajmo traZeno rotacijsko tijelo.

Slika 6.5.9: RjeSenje zadatka 75

Kako bismo dobili volumen traZenog rotacijskog tijela, moramo od
volumena tijela koje nastaje rotacijom grafa funkcije y = x> — 2 oduzeti
volumen valjka. Sad imamo da je

1 1
o= 71/ (x2—2)2dx:7r/ (x* —4x? +4)dx

-1 -1

1
=7 x—5—4i3+4x = 1—LE—HL -7 —1+il—4
B 5 3 1_ 5 3 5 3

=7 g—§+8 —%n
B 5 3 15
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_ 2 __ 12 _
Vo =rnmv =112 =2m,

V:Vl—sz%n—Zn:%ﬂ:.

Zadatak 76. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi lika
omedenog parabolom y = —x% 4+ 9 i pravcem y = x + 3.

Rjesenje:

o

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10
-2

Slika 6.5.10: Zadani elementi zadatka 76

—xX>+9=x+43

X1 = —3,X2 =2

Slika 6.5.11: RjeSenje zadatka 76
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2 2
Vi = rr/ (—x*+9)%dx = 7(/ (x* — 18x% + 81)dx
-3 -3

5
= 7 (5 —6x° + 81x>

= 7 (352 — 48 + 16z> -7 <—2§3 + 162 —243) = 2507,

2

-3

1, 1, . 125
V2—3r7w—357t5— 37T,

V=W-V= %7{.
Zadatak 77. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika sa slike

6.5.12 oko y-osi.

Slika 6.5.12: Zadani elementi zadatka 77

RjeSenje: Najprije napisimo jednadZzbu parabole:

y:ax2+c
4=0+c=c=4
y=ax*+4

O=4a+4=a=-1
=y=—x"+4.
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Napisimo jednadzbu pravca (tangente parabole u to¢ki T(—2,0)):

Yy =-2x=k=4,
y—0=4(x+2)=y=4x+8.

Slika 6.5.13: RjeSenje zadatka 77

Kako smo sad radili rotaciju oko osi y, radijus rotacijskog tijela cemo
izraziti kao funkciju u varijabli y:

y:—x2+4¢x::|:\/4—y

4. r(y) = V4 —v.

1, 1., 32
= — :—2 [ —
Vi 3r7w 3 8 371,

v, = ﬂ/(f[r(y)]zdy - ﬂ/(f VA= yldy = ﬂ/;(‘l—y)dy

4
2

= (16 —8) =8,
0




KAZALO

arkus kosinus, 98
arkus kotangens, 99
arkus sinus, 97

arkus tangens, 98
asimptota funkcije, 120

baza, 26
bijekcija, 85

Cauchyjeva definicija limesa,
103
ciklometrijske funkcije, 97

dekadski logaritam, 91
derivacija funkcije, 110
derivacija funkcije u tocki, 110
desni koordinatni sustav, 45
determinanta, 50

domena, 85

donja Darbouxova suma, 143
donja integralna suma, 142
donji Riemanov integral, 143

eksponencijalna funkcija, 89

eksponencijalno preslikavanje,
92

ekstenzija ili proSirenje
funkcije, 86

funkcija ili preslikavanje, 85

gornja Darbouxova suma, 143
gornja integralna suma, 142
gornji Riemanov integral, 143
graf funkcije, 85

horizontalna asimptota, 120
infimum, 141

injekcija, 85

inverzna funkcija, 85

jedini¢ni vektor, 17

jednadZzba pravca, 59
jednadzba ravnine, 57

kanonski oblik jednaZbe
pravca, 60
karakterizacija okomitosti, 33
kodomena, 85
kolinearni vektori, 9
komplanarni vektori, 13
kompozicija funkcija, 85
konstanta, 87
koordinatni sustav, 27
kosa asimptota, 120
kosinus, 93
kotangens, 94
kriti¢na tocka, 119
kut izmedu vektora, 32
kvadratna funkcija, 88

L’Hospitalovo pravilo, 117

Laplaceov razvoj determinante,
51

lijevi koordinatni sustav, 46

limes funkcije, 104

limes s desna, 105

limes s lijeva, 104

linearna funkcija, 87

linearna kombinacija vektora,
20

logaritamska funkcija, 9o

lokalni maksimum, 118

lokalni minimum, 118

metoda supstitucije, 139
mjeSoviti produkt vektora, 54
mnoZenje vektora i skalara, 17
modul ili norma vektora, 9

neodredeni integral, 137
neodredeni oblici, 106
neparna funkcija, 86
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KAZALO

neprekidna funkcija, 104

Newton Leibnitzova formula,
144

normala ravnine, 57

nulvektor, 12

okolina tocke, 103

omedena funkcija, 141

opc¢a potencija, 91

op¢i oblik jednadZzbe ravnine,
58

ortogonalna baza, 41

ortogonalni vektori, 41

ortonormirana baza, 41

padajuca funkcija, 86, 118

parametarski oblik jednadZbe
pravca, 60

parna funkcija, 86

particija segmenta, 141

period funkcije, 86

periodi¢na funkcija, 86

podintegralna funkcija, 137

polinom, 87

povrsina ravninskog lika, 146

pravokutne koordinate, 41

pravokutni koordinatni sustav,
41

primitivna funkcija, 137

prirodni logaritam, 91

profinjenje particije, 141

racionalna funkcija, 89

radijvektor, 28

rastuca funkcija, 86, 118

realna matrica, 49

restrikcija ili suZenje funkcije,
86

Riemanov integral, 144

rotacijsko tijelo, 152

sekanta, 109

sinus, 93

skalarna projekcija, 39
skalarni produkt, 32
slika funkcije, 85
stacionarna tocka, 119
supremum, 141
surjekcija, 85

tangens, 94
tangenta, 110

vektor, 9

vektorska projekcija, 39
vektorski produkt, 46
vertikalna asimptota, 120
volumen rotacijskog tijela, 152

zbrajanje vektora, 14
zlatni rez, 44
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