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Predgovor

Predgovor

Skripta / digitalni udzbenik Osnove statike za arhitekte nastala je objedinjavanjem nastavnog materijala
na predmetu Nosive konstrukcije I na Arhitektonskom fakultetu Sveucilista u Zagrebu. Namijenjena je
prvenstveno studentima arhitekture s ciljem da ih se upozna s osnovama gradevne statike nuzne za
prorac¢un nosivih konstrukcija. Pisana je na nesto jednostavniji nacin nego je to uobicajeno za udzbenike
gradevne statike namijenjene studentima gradevinarstva. Upravo se ta jednostavnost pokazala
prihva¢enom ne samo kod studenata arhitekture Arhitektonskog fakulteta u Zagrebu nego i na drugim
arhitektonskim fakultetima u zemlji i regiji, ali i kod studenata gradevinarstva. Cilj nije prikazivati teske
i matematicke izvode, nego sto jednostavnije prikazati osnove i logiku gradevne statike i njezine
primjene, ali vodeci ra¢una 0 tome da se objasne osnovni i najée$ce koriSteni postupci proracuna. Stoga
udzbenik osim osnovnog teorijskog dijela ima puno rijeSenih primjera jer smatramo da se pomocu njih
gradevna statika najbolje razumije i uci.

Knjiga Osnove statike za arhitekte osim uvodnog poglavlja sadrzava 6 glavnih poglavlja, zadatke za
vjezbu i popis literature. Tim glavnim poglavljima prethodi poglavlje pod nazivom Oznake i mjerne
jedinice s ciljem da se studente i korisnike knjige odmah nedvojbeno upozna s oznakama i mjernim
jedinicama koje se rabe u tekstu ostalih poglavlja. Naravno, to je studentima arhitekture korisno i za
ostale kolegije iz podru¢ja nosivih konstrukcija.

U prvom poglavlju opisuje se §to je to nosiva konstrukcija i zasto je vazna. Navedeni su uobiéajeni
materijali od kojih se izraduju nosive konstrukcije i optere¢enja koja djeluju na nosive konstrukcije
gradevina.

U drugom su poglavlju objasnjeni pojmovi sile, centralnog sustava sila i opéeg sustava sila. Takoder su
dani graficki i analiticki postupci odredivanja rezultantnih sila sustava. Sve je to dodatno pojasnjeno
rijeSenim primjerima.

U tre¢em poglavlju objasnjeno je §to je to ravnoteza sila i ravnoteza sustava sila. Takoder su dani grafi¢ki
i analiticki postupci odredivanja sila koje uravnotezuju sustav sila. Sve to dodatno je pojasnjeno
rijeSenim primjerima.

U cCetvrtom poglavlju tema je ravnoteza krutog tijela u ravnini. Najprije je objasnjeno §to je to kruto
tijelo 1 koje su vrste leZajeva kod grednih i konzolnog nosaca te kako broj lezajeva odreduje radi li se o

statiCki odredenom i neodredenom nosacu. Opisan je postupak odredivanja sila u lezajevima kako bi
tijelo bilo u ravnotezi. Sve je to dodatno pojasnjeno rijeSenim primjerima.

U petom poglavlju objasnjeno je da uslijed vanjskih djelovanja na neko kruto tijelo u njemu nastaju
unutarnje sile. Opisane su vrste unutarnjih sila, postupak odredivanja njihovih vrijednosti kao i pravila
za odredivanje i crtanje dijagrama unutarnjih sila. Sve je to dodatno pojasnjeno rijeSenim primjerima.

Sesto je poglavlje najopseznije. U realnim konstrukcijama kruta tijela povezuju se medusobno vezama
i tim povezivanjem formiraju razliite konstrukcijske sustave. U ovom poglavlju prikazani su
najuobicajeniji konstrukcijski sustavi kao $to su Gerberovi nosaci, lu¢ne konstrukcije, lancanice,
okvirne konstrukcije, reSetkaste konstrukcije i dr. Za sve pojedine tipove konstrukcijskih sustava dani
su postupci proracuna i najvaznija pravila za proracun. Sve je to dodatno pojasnjeno pomocu rijesenih
primjera.

Sedmo poglavlje zaklju¢no je poglavlje i uvod u otpornost materijala. U prethodnim je poglavljima
objasnjeno kako wuslijed vanjskih djelovanja (opterecenja) razliCitih konstrukcijskih sustava u
konstrukciji nastaju unutarnje sile. U ovom su poglavlju pojasnjene geometrijske karakteristike ploha i
kako odrediti naprezanja i relativne deformacije u pojedinim presjecima nosive konstrukcije. Naravno,
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to je objasnjeno na elementarnoj razini poznavanja otpornosti materijala i za linearno elasti¢ne
materijale koriStenjem Hookeova zakona. Sve je to dodatno pojasnjeno rijeSenim primjerima.

U osmom poglavlju dani su zadatci za vjeZbu kako bi se njihovim samostalnim rjesavanjem usvojilo
gradivo iz gradevne statike. Ti su zadatci nadogradnja na rijeSene primjere u pojedinim poglavljima.

Na kraju je dan popis literature kojom su se autori sluzili u nastajanju ovog udzbenika.

Ovaj ¢e udzbenik pomoci novim generacijama studenata arhitekture, ali i studentima gradevinarstva da
se upoznaju s osnovama gradevne statike i njezine primjene u projektiranju nosivih konstrukcija.

U planu je prosirenje predmetnog udzbenika s dodatnim obrazlozenjima, postupcima i primjerima s
ciljem izrade sveucilisnog udzbenika iz osnova gradevne statike i otpornosti materijala za studente
arhitektonskih fakulteta u Hrvatskoj i regiji.

Kako bi se knjiga poboljsala u budu¢im izdanjima, molimo Ccitatelje da nas obavijeste ako u njoj uoce
pogreske ili nejasnoce.

Autori
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Oznake i mjerne jedinice

Oznake i mjerne jedinice

1. Osnovne jedinice

U Hrvatskoj se primjenjuju jedinice Medunarodnog sustava jedinica - Sl (franc. Le System International
d'Unites) u skladu s ISO 1000. Medunarodni sustav jedinica moderni je metri¢ki sustav mjera koji je
1960. uspostavila Generalna konferencija o utezima i mjerama (CGPM, Conférence Générale des Poids
et Mesures). CGPM medunarodna je organizacija koja se brine o Sirenju SI i, po potrebi, 0 njegovoj
modifikaciji, sukladno napretku u znanosti i tehnologiji. Sadasnja verzija SI, usvojena 1971. godine,
temelji se na sedam osnovnih jedinica za sedam osnovnih veli¢ina koje su medusobno neovisne.

Tablica 1. Osnovne jedinice Sl sustava

o - Osnovna jedinica
snovna veliina
Ime Simbol

duzina metar m
vrijeme sekunda s
masa kilogram kg
koli¢ina tvari mol mol
termodinamicka temperatura kelvin K
jakost struje amper A
intenzitet svjetla kandela cd

Za osnovne jedinice i proracun u podrucju nosivih konstrukcija preporucuju se ove jedinice:

1. zasilu -N (newton, 1 N = 1 kg x m/s?)
2. zaduljinu -m, m! (metar, tekuéi metar)
3. zaploStinu (povrSinu) - m? (¢etvorni ili kvadratni metar)
4. zazapreminu (volumen) - m3 (prostorni ili kubiéni metar)
5. zamasu - kg, t  (kilogram, tona)
6. za naprezanje i évrstocu - Pa (paskal, 1 Pa=1 N x m?)
7. Zza optereéenje:
- po jedinici duljine -N/m  (newton po metru)
- pojedinici plostine - N/m? (newton po kvadratnom metru)
- po jedinici zapremine - N/m® (newton po kubi¢nom metru)
8. za moment -Nm  (newton metar).

Sve ostale mjerne jedinice koje se rabe u prorac¢unu, izvedene su mjerne jedinice (KN, MN, cm, mm i
dr.). Slijedi tabli¢ni prikaz preracunavanja osnovnih u izvedene mjerne jedinice.

Tablica 2. Preracunavanje sila ili pojedinacnih (koncentriranih) opterecenja

Sila N kN MN kp Mp
1N = 1 107 106 10! 10+ N = newton (nova jedinica)
1 kN = 108 1 107 102 10! kN = kilonewton
1 MN = 108 108 1 10° 102 MN = meganewton
1 kp = 10 1072 10 1 103 kp = kilopond (stara jedinica)
1 Mp = 10* 10 1072 108 1 Mp = megapond
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Oznaka i mjerne jedinice

Tablica 3. Preracunavanje rasprostrtog (koncentriranog) optereéenja

Rasprostrto opt. N/mm N/m KN/m MN/m kp/cm kp/m Mp/m
1 N/mm = 1 103 1 103 1 102 10!
1 N/m = 10 1 103 106 103 10! 10+
1 kN/m = 1 103 1 1073 1 102 101
1 MN/m = 108 108 108 1 103 10° 102
1 kp/cm = 1 103 1 103 1 102 10!
1 kp/m = 1072 10 1072 10 1072 1 103
1 Mp/m = 10 104 10 1072 10 103 1
Tablica 4. Preracunavanje naprezanja, ¢vrstoce i plosnih opterecenja
Naprezanje /
plosno opt. N/mm? | N/m? | kN/m? | MN/m? | kp/mm?| kp/cm? | kp/m? |Mp/mm? Mp/cm?| Mp/m?
1 N/mm? = 1 108 103 1 10t 10 10° 10+ 1072 10?
1 N/m? =| 10° 1 103 106 107 10 10! 1010 108 10+
1 kN/m? =| 10° 108 1 103 104 1072 10? 107 10 10!
1 MN/m? = 1 108 103 1 10t 10 10° 104 1072 10?
1 kp/mm? = 10 107 10* 10 1 10? 108 1073 10t 103
1 kp/cm? =| 10? 10° 10? 10?1 1072 1 10* 10 1073 10?1
1 kp/m? =| 10° 10 1072 10 106 10+ 1 10° 107 103
1 Mp/mm? = 104 1010 107 104 108 10° 10° 1 10? 108
1 Mp/cm? = 102 108 10° 10? 10 103 107 1072 1 10*
1Mp/mm2 =| 10? 104 10 1072 1073 10?1 103 106 10+ 1

Tablica 5. Preracunavanje momenta

Moment Nmm Nm kNm MNm kpcm kpm Mpm
1 Nmm = 1 1073 108 10° 10 104 107
1 Nm = 103 1 1073 106 10 101 104
1 kNm = 108 103 1 108 104 102 10!
1 MNm = 10° 108 108 1 107 10° 102
1 kpcm = 102 10 104 107 1 1072 10
1 kpm = 10* 10 1072 10° 102 1 107
1 Mpm = 107 10 10 10 10° 108 1

Tablica 6. Preracunavanje gustoce i viastite tezine

Gustoca 3 3 3 3
Vlastita teZina kN/m kg/m kg/dm tm
1 kN/m? = 1 10? 10t 10t
1 kg/m?3 = 102 1 103 103
1 kg/dm3 = 10 108 1 1
1t/m?d = 10 108 1 1

Tablica 7. Preracunavanje duljina

Duljina Oznaka | Faktor Primjer
milimetar = mm 103 1 mm=10°m=0,001 m
centimetar = cm 1072 1ecm=102m=0,01m
decimetar = dm 101 1dm=101m=0,1m
metar = m 1

hektometar = hm 102 1 hm=102m =100 m
kilometar = km 103 1 km =103m = 1000 m
megametar = Mm 108 1 Mm =10m = 1000000 m

v Osnove statike za arhitekte
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2. Simboli i kratice koje se rabe za proracun konstrukcija

Mala i velika slova (pisu se kosim slovima)

— Xm0 QTN <A0VVITTVOTZZT—OOTMITO ®>

xsgcoc oS3

=<
N

€ 9 gV TR NIRRT

plostina ili tocka/poloZaj

tocka/polozaj

konstanta ili tocka/polozaj

tocka/polozaj

modul elasti¢nosti

sila ili opéenito djelovanje

sila ili opcenito djelovanje, ali naj¢esce se misli na stalno djelovanje
modul posmika

moment tromosti

moment (opcenito), ali najéesce se odnosi na moment savijanja

uzduzna sila

sila ili op¢enito djelovanje, ali najcesc¢e se misli na djelovanje prednapinjanja
sila ili op¢enito djelovanje, ali najcesc¢e se misli na promjenjivo djelovanje
rezultanta unutarnjih sila/naprezanja

reakcija

unutarnje sile, sile i momenti — op¢enita oznaka

staticki moment neke plostine

moment torzije

poprecna sila

razmak ili geometrijska vrijednost

razmak ili geometrijska vrijednost, ali najcesce Sirina presjeka

razmak ili geometrijska vrijednost, ali najces¢e promjer kruznog presjeka
razmak ili ekscentricitet

opc¢a oznaka za ¢vrstocu nekog materijala

razmak ili geometrijska vrijednost, ali najcesce visina presjeka

polumjer tromosti

koeficijent, faktor

(ili Zili L) duljina, raspon (za odredene duljine moze se | zamijeniti s L ili pisanim malim ¢ kako

bi se izbjegla zamjena s brojkom 1)
masa

polumjer kruznog presjeka
opterecenje snijegom

debljina (zida, stijenke)

Sirina oslonca (lezaja)

opseg presjeka plostine A

v, W komponente pomaka neke tocke

opterecenje vjetrom
koordinate

kut; omjer

kut; omjer

parcijalni koeficijent sigurnosti
zapreminska tezina
relativna deformacija
temperatura u °C
vitkost

koeficijent trenja
Poissonov koeficijent
gustoca

normalno naprezanje
posmicno naprezanje
kut

Osnove statike za arhitekte Vv



Oznaka i mjerne jedinice

Indeksi donji i gornji (piSu se uspravnim slovima)

min

p
q
R
S
t

t

t

u
v
X

tlak

(ili P) djelovanje, sila

(ili G) djelovanje, sila — u praksi najéesc¢e se misli na stalno djelovanje
komponenta neke sile

najveci, maksimalan

najmanji, minimalan

(ili P) djelovanje, sila — najc¢esce se misli na silu prednapinjanja ili promjenjivo djelovanje
(ili Q) djelovanje, sila - najéesce se misli na promjenjivo djelovanje
rezultanta djelovanja ili otpornost

opéenito za unutarnje momente i sile

(ili ten) vilak

(ili tor) torzija

0VisSno 0 vremenu

krajnji, granicni

posmik

.Y,z koordinate ili komponente neke sile

Slova s indeksima (slova se pisu ukoso, a indeksi uspravno)

Fx

promatrana plostina presjeka kao dio ukupne plostine A
sila u smjeru osi x

sila u smjeru osi y

moment tromosti oko osi y (moze biti i neka druga os)
moment oko tocke A (mozZe biti bilo koja oznaka tocke)
moment oko osi y (moze biti i neka druga os)

uzduzna sila u smjeru osi X (moze biti i neka druga 0s)
sila u smjeru osi y, a moze biti i varijacija neke druge osi
rezultanta u smjeru osi y

statiCcki moment povrSine u odnosu na os y (moze biti i neka druga os)
poprecna sila U smjeru osi 'y

moment otpora oko osi y (moze biti i neka druga os)
udaljenost ili duljina u smjeru osi x

najmanja dimenzija pravokutnog presjeka

koeficijent vanjskog tlaka

koeficijent unutarnjeg tlaka

ekscentricitet sile u smjeru osi x

najmanji ekscentricitet uzduzne sile

najveci ekscentricitet uzduzne sile

proracunska osna vlacna ¢vrstoca betona (centri¢ni vlak)

tla¢na Cvrstoca

vlacna Cvrstoca

posmicna ¢vrstoca

granica popustanja Celika za armiranje

polumjer tromosti oko 0si y (moze biti i neka druga os)
minimalni polumjer tromosti

svijetli otvor izmedu oslonaca

vanjski najveci tlak (opterecenje) zbog brzine vjetra
karakteristicna opterec¢enja snijegom

udaljenost po y osi od teZista do donjeg ruba presjeka
udaljenost po y osi od teziSta do gornjeg ruba presjeka
vanjski tlak vjetra

unutarnji tlak vjetra

referentna visina vanjskog tlaka vijetra

VI
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1. Uvod

1. Uvod

1.1.  Sto smatramo nosivom konstrukcijom?

Nosiva konstrukcija oduvijek je bila kljuéna komponenta arhitekture. Pomoc¢u odabranih materijala
oblikuje se sklop nosivih elemenata Cija je zadaca da tijekom eksploatacije odolijeva svim moguéim
optere¢enjima. Taj sustav elemenata naziva se nosiva konstrukcija, a pod djelovanjem optereenja ona
mora zadrZati prostornu stabilnost i osigurati prijenos sila do temelja i tla na kojemu se oslanja.

lako je osiguranje stabilnosti i nosivosti primarni cilj svakog konstrukcijskog projekta, to nije i njegova
jedina svrha: konstrukcija, u vecoj ili manjoj mjeri, utje¢e na arhitektonsko oblikovanje prostora. Stoga
je interakcija arhitektonskog i konstruktorskog promisljanja neizbjezna.

Primjerice, kada su srednjovjekovni graditelji crkava pronasli nacin kako krizno-rebrastim svodom
prenijeti optere¢enje svodne konstrukcije u Cetiri ugla (umjesto linijski duz dviju strana bacvastog
svoda), otvorila su se nova arhitektonska rjeSenja: crkveni brodovi viSe nisu morali biti odijeljeni
masivnim zidovima, ve¢ nizom elegantnih stupova. Budu¢i da su zidovi dotad osiguravali i potrebnu
stabilnost na bo¢ne potiske svoda, bilo je nuzno dodatno ojacati stupove: konstrukcijski zahtjev dobio
je arhitektonsko rjeSenje u obliku kontrafora, koji su zajedno s krizno-rebrastim svodom postali
prepoznatljiv i neizostavan element gotickog stila.

a) Fotografija — izgled katedrale b) Model dijela nosive konstrukcije katedrale

Slika 1.1. Katedrala Notre-Dame de Paris (izvor: https://en.wikipedia.org/wiki/Notre-
Dame_de_Paris)

Doprinos nosive konstrukcije ukupnom arhitektonskom oblikovanju uvelike ovisi o arhitektonskom
konceptu i oblikovanju (slika 1.2.). Jasno je da ¢e u sluéaju gradevine oznacene slovom A na slici 1.2.
projekt konstrukcije biti gotovo iskljucivo usmjeren na nosivost i stabilnost, dok ¢e u slucajevima
gradevina na slici 1.2. ozna¢enih slovima B i C zahtjevi stabilnosti i nosivosti imati izraZeniji utjecaj na
njihovu arhitektonsku pojavnost.
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1. Uvaod

A B C

Slika 1.2. Arhitektonsko oblikovanje gradevina s manjim (A) ili veéim (B i C) utjecajem nosive
konstrukcije na oblikovanje i izgled gradevine

Razvoj celi¢nih i armiranobetonskih konstrukcija pocetkom 20. stoljeca potaknuo je mnoge arhitekte da
konstrukciju tretiraju kao glavni oblikovni element. Konstruktivizam — pravac koji se javlja izmedu
dvaju svjetskih ratova — naglasava funkcionalnost konstrukcije, izrazajnost konstruktivnih elemenata i
novih materijala poput ¢elika i armiranog betona (slika 1.3.).

b) Zgrada Narkomfin u Moskvi, Moisei Ginzburg i Ignaty Milinis, 1930. g.

Slika 1.3. Primjeri zgrada iz perioda konstruktivizma (izvor: https://architecture-history.org)
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Brutalizam, stil koji se pojavljuje 1960-ih, promovira beton kao dekorativni element, isti¢uci vrijednost
njegove prirodne, neobloZene strukture i ostavljajuéi konstrukeiju vidljivom (slika 1.4.). Tijekom 1970-
ih, nadovezujudi se na brutalizam, razvija se high-tech arhitektura (strukturalni ekspresionizam), koja
jos izrazenije istice konstruktivni sustav kao oblikovni element (slika 1.5.).

a) Chandigarh Capitol Complex, Le Corbusier, 1952. g.

b) Muzej umjetnosti u Sao Paulu (MASP), Lina Bo Bardi, 1968.g.

Slika 1.4. Primjeri zgrada iz perioda brutalizma (izvor: https://architecture-history.org)

Osnove statike za arhitekte 3


https://architecture-history.org/

T

Slika 1.5. Primjer iz perioda struktualnog ekspresionizma: Olimpijski étadidﬁ u Munchenu, Gunther
Behnisch i Frei Otto, 1972. g.(izvor: https://hr.wikipedia.org)

Brojni elementi i ideje strukturalnog ekspresionizma vidljivi su i danas u izvedenicama tog smjera u
suvremenoj arhitekturi (slika 1.6.).

[\ \ks
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»
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L

Slika 1.6. Primjer suvremenih zgrada s vidljivom konstrukcijom kao bitnim oblikovnim elementom:
Sendai Mediaheque, Toyo Ito, 2001. g.(izvor: https://medium.com)
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1.2. Materijali

Oblikovanje konstrukcije ili njezinih detalja mora biti uskladeno s bitnim karakteristikama materijala
od kojeg se izvodi. Osnovni gradevinski materijali danas su beton, ¢elik, opeka i drvo, no sve su ¢eséi
primjeri konstrukcija izvedenih i od stakla, aluminija i razli¢itih kompozitnih materijala.

Zide predstavlja kombinaciju zidnog elementa i veziva, najceS¢e morta. Zidni element tradicionalno je
bio kamen ili opeka, dok se danas najcesce rabi blok opeka. Blokovi mogu biti i betonski, odnosno
izradeni od laksih betonskih materijala poput plinobetona ili pjenobetona. Zidane konstrukcije odlikuju
se umjerenom tlacnom ¢Evrsto¢om, dobrim fizikalnim svojstvima i visokom otporno$¢u na pozar.

Medutim, imaju relativno malu duktilnost (zilavost, tj. omjer izmedu deformacije sloma i deformacije
popustanja) te nisku vla¢nu ¢vrstocu.

a) Kapela Krista Radnika i Gospe Lurdske u b) Rimski akvadukt Pont du Gard pored Nimesa
Atlantidi u Urugvaju, Eladio Dieste, 1960. g. iz 1. stoljeéa poslije Krista

Slika 1.7. Primjeri gradevina s nosivom konstrukcijom od zida (izvor: https://hr.wikipedia.org)

Drvo je konstrukcijski materijal sli¢nih svojstava u vlacnom i tlaénom smislu, koja pritom ovise o
smjeru optere¢enja. Zbog relativno male Cvrstoce i ograni¢enih dimenzija dostupnih elemenata
tradicionalne drvene konstrukcije imaju manji raspon. Razvojem suvremenih lijepljenih (lameliranih)
drvenih elemenata taj je problem uspjesno rijeSen. Drvo ima umjerenu duktilnost, zadovoljavajué¢u
otpornost na pozar te — zahvaljuju¢i maloj specifi¢noj tezini — vrlo povoljan odnos ¢vrstoce i tezine.

a) Gospodarska gradevina Great Coxwell Tithe b) Metropol Parasol u Sevilji u Spanjolskoj,
Barn u Engleskoj, cistercitski red, 1292. g. Jurgen Mayer H., 2011. g.

Slika 1.8. Primjeri gradevina s nosivom konstrukcijom od drva (izvor: https://hr.wikipedia.org)
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Nearmirani beton materijal je s relativno visokom tlaénom, ali vrlo niskom vlaénom ¢vrsto¢om i
duktilnosc¢u. U suvremenim betonskim konstrukcijama potrebna vlacna ¢vrstoca i duktilnost osiguravaju
se ugradnjom c¢eli¢ne armature u obliku Sipki ili mreza — armirani beton. One su obavijene betonskim
zaStitnim slojem (tzv. omotacem) koji takoder pruza odgovaraju¢u otpornost na pozar. Dodatnim
prednapinjanjem betona, najcesé¢e uzadi i kabelima od visokovrijednog ¢éelika, moguce je znacajno
poboljsati mehanicka svojstva betonskih konstrukcija — prednapete betonske konstrukcije.

\Hu‘u\m al L
L 'mrﬁm\ ;

a) Krov zgrade Unite d"Habitation u b) Krcki most koji spaja otok Krk s kopnom,
Marseilleu, Le Corbusier, 1952. g. 1lija Stojadinovié¢, 1980. g.

Slika 1.8 Primjeri gradevina s nosivom konstrukcijom od betona (izvor: https://hr.wikipedia.org)

Celik je konstrukcijski materijal izrazito visoke &vrsto¢e i duktilnosti, s jednakom nosivo$céu na tlak i
vlak. Zahvaljuju¢i malim dimenzijama potrebnog presjeka, ¢eli¢ne konstrukcije mogu prenositi vrlo
velike sile, zbog Cega ih se Cesto naziva laganim konstrukcijama. Idealan su materijal za izvedbu
nosivih konstrukcija velikih raspona. Odgovarajuca otpornost na pozar postize se dodatnim zastitnim
mjerama, kao $to su protupozarni premazi ili obloge.

a) Ping An centar u Shenzhen,  b) Nacionalni stadion ,, Pticje gnijezdo *“ u Pekingu,
Kohn Pedersen Fox, 2017. g. Herzog i de Meuron, 2008. g.

Slika 1.8. Primjeri gradevina s nosivom konstrukcijom od Celika (izvor: https://hr.wikipedia.org)
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1. Uvod

1.3. Opterecenja

Opterecenjem se nazivaju sva djelovanja na konstrukciju. Djelovanja na konstrukcije nastaju opcenito
uslijed nekog dogadaja koji moze podrazumijevati prisutnost gravitacije, gradenje, izvedbu slojeva i
obloga, prisutnost ljudi, padanje snijega na gradevinu, prolaz vozila preko mosta, puhanje vjetra,
promjenu temperature okolisa ili pojavu potresa ili pozara. U pravilu, to¢no odredivanje svih djelovanja
na konstrukciju priliéno je slozeno. Stoga su opterecenja na konstrukcije uglavnom jasno odredene
nacionalnom tehnickom regulativom i nacionalnim normama.

Medutim, bitno je da sva ta djelovanja, odnosno opterecenja, definiramo kao vanjske sile koje djeluju
na konstrukciju. Pri tome ih uglavnom dijelimo na sljedeci nacin:

- po smjeru djelovanja: vertikalna i horizontalna optere¢enja
- po duljini trajanja na konstrukciju: stalna, promjenjiva (pokretna) i izvanredna opterec¢enja
- po nacinu prijenosa na konstrukciju: kontinuirana i koncentrirana optereéenja.

vlastita
tezina

pokretno
opterecenje

¢) Kontinuirana (linijsko i povrsinsko) i koncentrirana optereéenja
Slika 1.9. Uobicajena podjela opterecenja na nosivu konstrukciju
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1.3.1. Stalno opterecenje

Osnovno je i najvaznije stalno opterecenja vlastita teZina konstrukcije. Vlastita tezina gradevinskih
elemenata razvrstava se kao stalno djelovanje, ali i kao nepomicno i nepromjenjivo optere¢enje. Ona je
uvijek ogranicavajuéi faktor za postizanje najve¢ih mogucih raspona.

Dodatnim stalnim optereéenjem smatra se tezina svih arhitektonskih elemenata koji odreduju prostor,
a nisu dio nosive konstrukcije. Pri tome se misli na: tezinu svih slojeva na podovima, zidovima,
proceljima i na krovu, tezinu pregradnih zidova te vanjske i unutrasnje stolarije/bravarije.

Vlastita tezina konstrukcije, slojeva i opreme prora¢unava se na osnovu dimenzija i zapreminskih tezina.
Stoga se stalno opterecenje od vlastite tezine konstrukcije i ostalih sastavnica racuna preko izraza:

- ukupna teZina: G (kN) = y(kN/m®)-V (m?) (1.1)
- linijsko opterecenje od vl. tezine: g (KN/m) = y(KN/m?) - A(m?) (1.2)
- plosno stalno optereéenje od vl. tezine: g (KN/m?®) = »(kN/m?)-h(m) (1.3)

gdje je y — zapreminska tezina materijala; V — zapremina elementa; A — plostina s koje se svodi
opterecenje; h — debljina sloja, kao npr. debljina ploce ili estriha i sl.

Primjer odredivanja tezina nepomicnih strojeva, elektroopreme i obloge ubraja se u vlastitu tezinu isto
kao i tezina zemlje, izolacije ili zastora. Oprema kojoj polozaj nije to¢no definiran u vrijeme
projektiranja ili primjerice pomicni pregradni zidovi, mogu se u proracunu uzeti kao jednoliko
rasprostrto opterecenje. Vrijednosti zamjenskog kontinuiranog opterecenja najbolje se procjenjuju na
temelju iskustva, razumnim pristupom projektanta.

1.3.2. Uporabno opterecenje

Osnovno promjenjivo i pokretno opterecenje je ono koje proizlazi iz namjene (uporabe) gradevine, pa
se stoga naziva uporabno optere¢enje. Karakteristicna vrijednost tog opterecenja, koje se najéesce
izrazava kao jednoliko kontinuirano optereéenje, odredena je propisima (npr. prema HRN normama) i
predstavlja ocekivanu prosjecnu vrijednost u odnosu na funkciju prostora.

Primjeri karakteristi¢nih uporabnih opterecenja:

- stambeni prostori, u¢ionice, bolnicke i hotelske sobe: q=2,0-3,0 kN/m?
- uredski prostori: q=2,0-3,0 kN/m?
- prostorije za veca okupljanja (kazalista, crkve, muzeji, stadioni...): q=23,0-4,0 kN/m?
- prodajni prostori: q=4,0-5,0 kN/m?

Pored uporabnog opterecenja, promjenjivim opterecenjem nazivaju se i optere¢enje snijegom i vjetrom.
1.3.3. Opterecenje snijegom

Opterecenje snijegom promjenjivo je optereCenje koje prvenstveno ovisi o klimatskim uvjetima na
mjestu gdje je zgrada i o obliku krovnih ploha zgrade. U planinskim predjelima na ve¢oj nadmorskoj
visini u pravilu padne vise snijega pa je i opterecenje snijegom na tim lokacijama vece. Takoder, Sto je
krov zgrade strmiji, manje je zadrzavanje snijega nego kada se radi o ravnim krovovima.

Opterecenja snijegom proracunavaju se na osnovi karakteristicnog opterecenja Sk, Koje odgovara
jednolikom snijegu Kkoji je napadao pri mirnim vremenskim uvjetima na ravno tlo. Ova se vrijednost
prilagodava ovisno o obliku krova:

S=S, - L (1.4)
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gdje je sk — karakteristicno opterecenje snijegom na tlu koje ovisi o nadmorskoj visini i zemljopisnoj
lokaciji (Vidi kartu na slici 1.10. i tablicu 1.1.); x — koeficijent oblika opterecenja snijegom na krovu
ovisno o tipu krova (Vidi tablicu 1.2. i sliku 1.10.).

Karakteristi¢no opterecenje snijegom Sk temelji se na kartama snjeznih padalina pojedinih drzava i
vezano je uz zemljopisne lokacije. Hrvatska je podijeljena na 4 zone snjeznih podrugja, $to je prikazano

na slici 1.10.

e

Republika Hrvatska
Karta snjeznih podrucja

WwE

Slika 1.10. Karta snjeznih podrucja Republike Hrvatske (HRN EN 1991-1-3)

Tablica 1.1. Karakteristicno optereéenje snijegom na tlu (HRN EN 1991-1-3)

Nadmorska | 1.podrudje-priobalje 2.podrudje-zalede 3.podrudje- 4.podrudje-gorska
visina do i otoci Dalmacije, Primorja i kontinentalna Hrvatska [ kN/m?]
(m) [ kN/m?] Istre [ KN/m?] Hrvatska [ kN/m?]
100 0,50 0,75 1,00 1,25
200 0,50 0,75 1,25 1,50
300 0,50 0,75 1,50 1,75
400 0,50 1,00 1,75 2,00
500 0,50 1,25 2,00 2,50
600 0,50 1,50 2,25 3,00
700 0,50 2,00 2,50 3,50
800 0,50 2,50 2,75 4,00
900 1,00 3,00 3,00 4,50

Utjecaj geometrije krova uzet je u obzir s koeficijentom oblika optere¢enja snijegom g, U 0Ovisnosti 0

nagibu krova. Konvencionalni skoSeni krovovi, jednostresni, viSestresni i cilindri¢ni krovovi razmatraju

se odvojeno. Koeficijenti oblika opterec¢enja snijegom dani su u tablici 1.2, a treba ih u proracunu uzeti
u skladu sa slikom 1.11.
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Tablica 1.2. Koeficijenti oblika opterecenja snijegom (HRN EN 1991-1-3)

Kut nagiba krova 0°<a=<30° 30°< a<60° a>60°
Koeficijent oblika i1 0,8 0,8(60 - )/30 0,0
Koeficijent oblika 0,8 +0,84/30 1,6 -

H1 Slucaj I wi(ay) | | | ()
Slucaj 11 0,51(a) [ | | (o)
o Slu¢aj 111 () | I ] 0.51(0)

a; Oz

a) Jednostresni krov b) Dvostresni krov

Slika 1.11. Koeficijenti oblika optereéenja snijegom (HRN EN 1991-1-3)

1.3.4. Opterecenje vjetrom

Vjetar je promjenljivo slobodno djelovanje. Djelovanje vjetra na gradevinu ovisi o njezinu obliku i
brzini vjetra. OcCituje se promjenom tlaka u odnosu na normalni atmosferski tlak. Isto se dogada kod
kamiona koji se vozi cestom — uslijed djelovanja vjetrom na izloZenoj se strani javlja predtlak, a na
suprotnoj strani i bo¢nim stranama javlja se usis kako je prikazano na slicil.12.

laminarni tijek

-

"-.__-__-_
DI TN EFNGTE N TE NGENLE NG NG N OO NGE NSEN
turbulentni tijek

Slika 1.12. Dijelovanje vjetra na kamion i zgradu s vidljivom pojavom predtlaka i usisa

Opterecenje vjetrom razmatra se kao kvazistaticki tlak koji djeluje okomito na povrSinu gradevine, osim
u posebnim okolnostima kao §to su tangencijalne sile trenja uslijed puhanja vjetra preko dugih ravnih
povrsina. Karakteristi¢ni tlak vjetra je tlak osnovne brzine vjetra, vp, koja je za podru¢je Hrvatske
odredena kartom osnovne brzine danom na slici 1.13.
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15°E E e 1E 3

Republika Hrvatska
Karta osnovne brzine vjetra @k

e

Slika 1.13. Karta oshovne brzine vjetra za Republiku Hrvatsku (HRN EN 1991-1-4)

Na temelju osnovne brzine vjetra, vy, odredi se osnovni tlak vjetra preko izraza:
1
g, ZE ) p-vj (15)
gdje je go — osnovni tlak vjetra; p — gustoéa zraka (p = 1,25 kg/m?®); vy, —0snovna brzina vjetra.

Tlak uslijed brzine vjetra pri udaru vjetra na gradevinu na visini z iznosi:

9,(z.)=¢.(2)-q, (16.)
gdje je gp (ze) — tlak vjetra uslijed brzine vjetra pri udaru na visini z; ce (z) — koeficijent izlozenosti koji
uzima u obzir neravninu terena, topografiju i visinu iznad tla i odreduje se u skladu s tablicom i
dijagramom prikazanim na slici 1.14. za promatranu visinu. Kod zgrada obi¢no se promatra
maksimalna visina gradevine h, tj. vrijedi: z = ze= h.

z
[m

]100

% f—f [ ]
w /[ om / n /1 /fe
80 1 1 / fﬂ
.. L. / / {1
Kategorija | Karakteristike terena 70 / / .
terena ASEEFIRESSY, /
60 / / / /
: %3 / / /
0 more i povrsine obale 5 / / / / /
[ jezera-nema zapreka / 1
I slaba vegetacija — pojedine zapreke s “ / Yavss
razmakom najmanje 20x visine zapreke % ’
11 normalna vegetacija 20
v najmanje 15% .povr§ir}e.p0kriven0 je "
zgradama prosjecne visine 15 m =
%o 10 20 30 40 50 @

Slika 1.14. Kategorije terena na kojem je gradevina i dijagram za ocitavanje koeficijenta izloZenosti
Ce (2) prema HRN EN 1991-1-4
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Tlak vjetra na vanjske povrsine We i tlak vjetra na unutra$nje povrine Wi prora¢unava se po izrazima:
- vanjski tlak: w, =C, -q,(z,)=c¢, -, (2)- 1, (1.6.)
- unutrasnji tlak: w,=c, -q,(z,)=c, -c,(2)-q, (1.7.)

gdje je we— tlak vjetra na vanjsku povrsinu elementa gradevine; w;— tlak vjetra na unutrasnju povrsinu
elementa gradevine; Cpe — koeficijent vanjskog tlaka koji ovisi o dimenzijama gradevine i polozaju
elementa koji se razmatra; cpi — koeficijent unutrasnjeg tlaka koji ovisi o raspodjeli i veli¢ini otvora po
oplosju gradevine.

Neto pritisak na povrSinu algebarski je zbroj unutrasnjeg i vanjskog pritiska u skladu sa slikom 1.15.

2 )\\kl’ ff,’ ") \\RE /‘ff’

1 q_ i + 1 _.. h negativni “‘i_ 1
—p untranii negativii _F. — unutazni neggtivi
pozitivni + + tltaigl + + h pozitivni + —.' l:aiﬁl "_ + °
- | < | > »>| <>
c) W W d) pozitivii negativri
= =P —» W %
=d B- 3
—.. 33 E
zittvni negativni %
Y 1> |

Slika 1.15. Tlak vjetra (vanjski i unutrasnji) na pojedine povrsine zgrade/zida

Prora¢un pritiska vjetra na zidove uobicajenih gradevina izrazito je sloZen i zahtjevan. Za priblizne
proracune u pravilu je potrebno imati ukupni pritisak vjetra W na neku plohu plostine A u skladu sa
slikom 1.16. Za podrucje kontinentalne Hrvatske osnovna brzina vijetra je vbo < 25 m/s, a za veci dio
priobalnog podrudja je Vo< 35 m/s. Stoga su za zgrade ukupne visine h < 10 m i kategoriju terena III,
koja odgovara naseljenim mjestima, vrijednosti unutarnjeg i vanjskog tlaka dane u tablici 1.3.

Tablica 1.3 Tlakovi vjetra na vertikalne vanjske zidove gradevina visine h <10 m

Podrudje Vanjski tlak vjetra (1) Unutrasnji tlak vjetra (2) Ukupni tlak (1) + (2)
Kontinentalna w, =c, -q,(h)=08-066 | w =c,-q,(h)=03-066 | w=(c, +c,)-q,(h)
Hrvatska w, ~ 0,55 kN/m? w, = 0,20 kN/m? w= 0,75 kN/m?
Priobalna w, =c, -q,(h)=08-1,30 w, =c,-q,(h)=03-130 | w=(c, +c,)-q,(h)

Hrvatska w, =1,05 kN/m? W, = 0,40 kN/m? w=1,45 kN/m?

Vrijednosti tlakova danih u tablici 1.3. mogu se rabiti za priblizne proracune tlaka vjetra na vertikalne
plohe gradevine. Ukupna vrijednost tlaka na nekoj plostini W dobije se umnoSkom ukupnog ploSnog
tlaka vjetra w i plostine A na koju djeluje, tj. preko izraza:

W=w-A (1.8)

Slika 1.16. Ukupni tlak vjetra na vertikalnu povrsinu zida plostine A = b-h
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1.3.5. Potresno (seizmicko) opterecenje
Posebnu grupa opterecenja Cine tzv. izvanredna opterecenja: opterecenje potresom i pozarom.

Potres se razmatra kao fenomen velike koli¢ine energije i vrlo je kratkog trajanja. Djelovanje potresa
dinamicka je pojava koja rezultira tako da na gradevine djeluju inercijalne sile uzrokovane gibanjem tla
zbog seizmickih valova. Seizmicko djelovanje obi¢no se predstavlja pomocu tri komponente inercijalnih
sila (dvjema horizontalnima i jednom vertikalnom komponentom kao Sto je prikazano na slici 1.17. Pri
tome su horizontalne vibracije znatno opashije od vertikalnih jer su sve konstrukcije ionako
dimenzionirane na vertikalno opterecenje. Horizontalno vibriranje s ubrzanjem od 0,2-g iznosi 20%
vertikalnog opterecenja. Takvo ubrzanje u horizontalnom smjeru izaziva velike poprecne sile i momente
savijanja u konstrukciji koji, ako nisu uzeti u obzir, mogu dovesti do urusavanja ili prevrtanja gradevine
(slika 1.18.).

a) Horizontalna inercijalna silau  b) Horizontalna inercijalna sila u c) Vertikalna inercijalna sila u
uzduznom smjeru (x) poprecnom smjeru (y) smjeru (2)

Slika 1.17. Komponente inercijalnih sila na gradevinu uslijed potresa

Seizmicko djelovanje odreduje se preko proracunskog ubrzanja tla ag koje odgovara povratnom periodu
potresa od 475 godina. Proraunska ubrzanja tla za prostor Hrvatske dana su drzavnim propisom i
prikazana su na slici 1.19. Podru¢ja s ubrzanjem ag < 0,05-g podrucja su malog intenziteta. U slucaju
8y < 0,02-g proracun na potres nije potreban.

Fenomen djelovanja potresa dosta je kompleksan kao i njegov stvarni utjecaj na gradevinu zbog
nelinearnog ponasanja gradevina, odnosno nosivih konstrukcija. Staticke seizmicke sile djelovanja
potresa na koje proracunavamo gradevinu izvedene su iz inercijalnih sila koje nastaju uslijed seizmicke
pobude gradevine (slika 1.20.). Inercijalne sile odgovaraju intenzitetu pobude, vlastitim periodima
konstrukcije, masi gradevine, kao i njezinu duktilnom ponasanju.
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1. Uvaod

Republika Hrvatska
Karta potresnih podrucja

Poredbeno vrsno ubrzanje tla tipa A
s vjerojatnosti premasaja 10 % u 50 godina
(povratno razdoblje 475 godina)
izrazeno u jedinicama gravitacijskog ubrzanja, g

VEUCILISTE U ZAGRE

SVE EBU
PRIRODOSLOVNOMATEMATICK FAKULTET
GEOFIZICKI ODSJEK

1ZVORNIK OSNOVNOG KARTOGRAFSKOG PRIKAZA
!ncu
|
DRZAVNA GEODETSKA UPRAVA

Gruska 20,
www.dgahr { www.geo-poctal be | wwww Katastar hr

Zagreh, 2011

y

masa

—~

~@=— E,=k-W

m R
\
_(
\ v, = dy/dt
\\ (brzina)
\ a, =d2y/de?
\\ (ubrzanje)
% VA

horizontalno
gibanje tla

Slika 1.20. Stvarna dinamicka pojava u potresu (lijevo) i zamjenjujuce staticko opterecenje (desno)

Medutim, pojednostavljeno, ukupna horizontalna seizmicka sila, Eq uvijek predstavlja neki postotak
vertikalnog opterecenja gradevine u skladu s izrazom:

E,=k-W (1.9)
gdje je:
« W — vertikalno optereéenje koje Cine stalno opterecenje i odgovaraju¢i dio uporabnog

opterecenja ovisno o namjeni zgrade (za stambene i poslovne to je 30 %, a za Skole, fakultete i
sl. to je 60 %)
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1. Uvod

* k- seizmiCki koeficijent postotka teZine ¢ija vrijednost ovisi o sljede¢em:
- vaznosti gradevine, tj. radi li se o stambenoj zgradi, $koli, bolnici ili zgradi od posebne
vaznosti kao $to su zgrade telekomunikacija, nuklearne elektrane i sl.
- projektnoj seizmicnosti lokacije zgrade, tj. o proracunskom ubrzanju tla
- vrsti tla u kojem se gradevina izvodi
- veli¢ini osnovnog perioda vibracija
- svojstvu duktilnosti konstrukcije, tj. 0 njezinoj sposobnosti disipacije energije potresa.

Za podrucje Zagreba za preliminarni proracun ukupne seizmicke sile uobicajeno seizmicki koeficijent
postotka tezine iznosi:

- zavisoke okvirne konstrukcije: k~=~0,05-0,12
- zaniske okvirne konstrukcije: k~0,12-0,20
- zavisoke zidne konstrukcije: k~0,05-0,20
- zaniske zidne konstrukcije: k~0,20 - 0,35.

Takoder, za preliminarne prora¢une moze se usvojiti trokutasta raspodjela ukupne potresne sile po
katovima u skladu sa slikom 3.26.

Ean Wh
Wh-1

Ea= Z Edi

Wi= (G+Qperm)i

razina i

o Wichi \
Edi=Ea Wi hi Yoo
_______ W2 =
_______ Wi
razinatla <
L 4

Slika 3.26. Raspodjela ukupne seizmicke sile Eq po visini zgrade za preliminarni proracun

Za horizontalne sile obi¢no se pretpostavlja da djeluju u razinama stropnih ploca, §to je i opravdano jer
pretezni dio mase zgrade i pripada stropovima. Medutim, za sloZenije i visoke gradevine nuzna je
provedba dinamic¢kog proracuna, tj. modalni proracun primjenom spektra odziva.

1.3.6. PozZarno opterecenje

Pozar je izvanredno optereéenje koje nastaje iznenadnim i neplaniranim gorenjem raznih tvari
(namjestaj, obloge pa i konstrukcije) pri ¢emu se razvijaju visoke temperature. Pozarni proracun
predvida proracun konstruktivnih elemenata na utjecaj temperatura koje se mogu razviti u slucaju
izbijanja pozara. Normirane vrijednosti temperature izrazito su visoke i rijetko koji konstrukcijski
element moze zadovoljiti pozarne zahtjeve (zadrzati nosivost 30, 60, 90 ili 120 minuta, ovisno o vrsti
gradevine) bez protupozarne zastite ili znac¢ajnog povecanja dimenzija. Stoga se uglavnom radi zastita
nosive konstrukcije odgovaraju¢im premazima, oblogama ili ugradnjom aktivnih sustava gasenja (npr.
sprinkler sustav) kako bi u slu¢aju nastanka visokih temperatura nosiva konstrukcija ostala zasticena.
Realnije rezultate (bitno manje temperature) moguce je dobiti izradom krivulje realnog poZzara, posebno
u slucaju kada je zgrada opremljena protupozarnim sustavima (npr. sprinkler sustav).
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2. Sustav sila u ravnini

2. Sustav sila u ravnini

2.1. Pojamsile

Kao $to je ranije navedeno, optereéenja su sile koje djeluju na konstrukciju. Sila je vektorska veli¢ina,
Sto znaci da osim iznosa ima i pravac te smjer djelovanja. Graficki se prikazuje kao usmjerena duZina
(strelica), a vektor sile potpuno je definiran kada su poznati:

- veli¢ina (intenzitet) sile

- pravac djelovanja

- smjer duz pravca (lijevo/desno, gore/dolje)

- opcionalno i hvatiste (tocka primjene).

F

=

|~

. x
Slika 2.1. Prikaz tijela na koje djeluje optereéenje — sile (lijevo) i opci prikaz vektora (desno)

2.2. Centralni sustav sila i rezultanta sustava

U gradevnoj statici na neki element konstrukcije najcesée ne djeluje samo jedna sila, ve¢ vise njih
istovremeno. Stoga je u mnogim slucajevima korisno zamijeniti djelovanje vise sila jednom silom koja
proizvodi isti mehanicki u¢inak kao i sile kojih je ona zbroj. Ta se sila naziva rezultantom sustava sila.

Specijalni slucaj opterec¢enja kada sve sile djeluju na jednu to¢ku konstrukcije, odnosno kada pravci svih
sila prolaze istom tockom, naziva se centralni sustav sila. Rezultanta tog sustava je jedna sila koja
ima isti u¢inak kao sve sile zajedno. Ona ¢e dakako prolaziti istom tockom, a njezinu veliinu
odredujemo zbrajanjem sila prema pravilu za zbrajanje vektora.

Rezultantu moZemo odrediti na dva osnovna nadina:

Grafi¢ki postupak - crtanje vektora u razmjeru i konstrukcija rezultante pomoc¢u geometrijskih pravila
primjenom jednog od triju najées¢ih pristupa:

a) Trokutsila
Nacrta se sila A, a zatim iz njezina vrha sila B (,,vrh na rep®).
Rezultanta je strelica koja zatvara trokut (od pocetka A do kraja B).

b) Poligon sila
Sve se sile crtaju ,,vrh na rep®, jedna iza druge.
Rezultanta je vektor koji zatvara poligon — od pocetka prve sile do kraja posljednje.

¢) Paralelogram sila (samo za dvije sile)
Sile se crtaju iz iste tocke.
Konstruira se paralelogram s tim silama kao stranicama.
Dijagonala paralelograma je rezultanta.

Graficki postupak daje vizualno rjeSenje i njime se koristimo za razumijevanje i jednostavne analize.

16 Osnove statike za arhitekte



2. Sustav sila u ravnini

FORCE POLYGON

ALT |

ALT 2

F-CrA+E

Slika 2.2. Prikaz centralnog sustava sila i grafickog odredivanja rezultante sustava sila

Pored grafickog postupka veli¢ina rezultante centralnog sustava sila moze se odrediti i analitickim
postupkom. Buduci da se radi o vektorima, nije ih moguce zbrajati kao obi¢ne brojeve (skalarno). Prije
zbrajanja potrebno je rastaviti svaku silu na njezine komponente.

Opcenito vrijedi da se svaka sila moZe rastaviti na dvije proizvoljne komponente, koje predstavljaju
projekcije sile na odabrane osi. Najcesce se biraju koordinatne osi X i y, pa se tada dobivaju:

- horizontalna komponenta sile

- vertikalna komponenta sile.

Njihove vrijednosti odreduju se trigonometrijskim funkcijama (kosinus i sinus) na temelju kuta koji
sila zatvara s horizontalom.

Koraci su sljedeci:
1. Rastavi svaku silu na horizontalnu (x) i vertikalnu (y) komponentu:
Fiy = F; - cosa Fiy, = F; - sina (2.1)
gdje je: a - kut izmedu sile i horizontalne osi.
2. Zbroji sve komponente:
Ry = Xiz1 Fix R, =Y, Fy (2.2)
3. Izracunaj veli¢inu rezultante pomocu Pitagorina poucka:
R =,/R;+R; (2.3)
4. Odredi smjer rezultante (kut s horizontalom):
tan® = R, /R, (2.4)
Analiticka metoda daje to¢ne brojéane vrijednosti i njome se koristimo u inzenjerskim prora¢unima.

Na slijede¢im primjerima pokazat ¢e se postupak odredivanja rezultante centralnog sustava sila
analitickim i grafickim postupkom.
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2. Sustav sila u ravnini

2.2.1. Centralni sustav sila— 1. primjer

y Na zadanom sustavu treba odrediti rezultantu
sila:

P,=30kN PL=60kN 1) analiti¢kim postupkom

2) grafickim postupkom.

609 30°

1) Analiti¢ki postupak
Primjenjujemo postupak zbrajanja ortogonalnih komponenata sila.

Najprije rastavimo poznate sile na horizontalne (x) i vertikalne (y) komponente primjenjujuci
izraze 2.1.:

P, = 60 kN
P, = P; - cos30° = 52,0 kN
P, = Py -sin30° = 30,0 kN
P, = 30 kN
P,, = P, -cos60° = 15,0 kN
P,, = P, *sin60° = 26,0 kN

Zatim zbrojimo komponente za svaki smjer zasebno, posStujuéi orijentaciju sila, pa primjenom
izraza 2.2. dobijemo horizontalnu Ry i vertikalnu Ry komponentu rezultante R.

Ry = Py, + Py, = 30 + 26 = 56,0 kN

Konacni iznos rezultante R dobijemo primjenjujuci Pitagorin poucak, a kut pod kojim djeluje
ar proizlazi iz omjera komponenti rezultante.

R= |RZ+R2=671kN

tanayp = Ry /R, = 56/37 = 1,514 Ry

arp = 56,50 A

2) Graficki postupak

Odredivanje rezultante grafickim postupkom zapocinje prikazom sila na planu sila, pri ¢emu
moramo precizno prikazati pravce na kojima sile djeluju. Ako paralelogram sila, odnosno
poligon sila radimo na izdvojenim crtezima, tada duZina strelice na planu sila ne mora
prikazivati iznos sile koju prikazuje. U svakom slucaju prije idu¢eg koraka moramo definirati
mjerilo kojim prikazujemo sile na crtezu.
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2. Sustav sila u ravnini

Plan sila; MJ: 1cm ;10 kN

P,=30kN P1=60kN

60 30°

Nakon toga radimo paralelogram ili poligon sila.

Paralelogram sila moZemo primijeniti kada imamo samo dvije sile, a moze se crtati direktno na
planu sila ili na izdvojenom nacrtu. U paralelogramu sile prikazujemo vektorima duzine
sukladno veli¢ini sila i definiranim mjerilom. Odabrano mijerilo definira da je 1 cm na papiru
istovjetan velicini sile od 10 kN, stoga za sile P1 i P2 proizlaze duzine vektora:

P, =60kN — 6,0cm
P, =30kN - 3,0cm

Postupak odredivanja rezultante svodi se na zakon paralelograma, pa je rezultanta vektor koji
spaja pocetak (sjeciste) sila P1 i P2 i nasuprotni vrh nastalog paralelograma.

Paralelogram sila: Poligon sila: MJ: 1 cm :: 10 kN

R =67 kN
a,=>57°

Poligonom sila mozemo se koristiti bez obzira na broj sila, no moramo crtati izdvojeni nacrt. U
poligonu sila nanosimo vektore prenoseci paralele iz plana sila (koriste¢i se dvama trokutima),
crtaju¢i vektore duzine sukladne veliCini sila i definiranim mjerilom. Duzine vektora
odredujemo isto kao i kod paralelograma sila, a sile nanosimo jednu za drugom, tako da svaka
iduca sila krece iz vrha prethodno nacrtane sile. Kona¢na rezultanta spaja pocetnu to¢ku prve
sile (vektora) i vrh posljednje sile (vektora).

Na kraju bilo koje od primijenjenih metoda ocitamo duzinu rezultante od 6,7 cm, temeljem
mjerila prera¢unamo u iznos sile Rpi+pz = 67 KN i kutomjerom oéitamo kut ar =57° koji
rezultanta R zatvara s horizontalom.
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2. Sustav sila u ravnini

2.2.2. Centralni sustav sila— 2. primjer

Potrebno je odrediti rezultantu sila grafickim

y Zadan je plan sila.
B(-3.0;4.0

+ ( ) |

i +A(4.0;3.0) postupkom.

P,=30,0kN

| P,=10,0kN

— R —
P,=20,0kN X

U poligonu sila nanosimo vektore prenoseci paralele iz plana sila (koriste¢i se dvama trokutima),
crtajuci vektore duzine sukladne veli¢ini sila i definiranim mjerilom. Odabrano mjerilo definira
da je 1 cm na papiru istovjetan veliini sile od 5 kN, stoga za sile P1, P2 i P3 proizlaze duzine

vektora kako slijedi.
P, =20kN - 40cm
P, =10kN - 2,0cm
P; =30kN - 6,0cm

Poligon sila: MJ: 1cm:: 5 kN
P3
R =32 kN
ar = 71°
A P,
Py

Sile nanosimo jednu za drugom,
tako da svaka iduca sila krece iz
vrha prethodno nacrtane sile.
Kona¢na  rezultanta  spaja
pocetnu  toCku prve sile
(vektora) i vrh posljednje sile
(vektora).

Na kraju o¢itamo duzinu rezultante i pomoc¢u mjerila preracunamo u veli¢inu sile te kutomjerom

ocitamo kut ar koji rezultanta R zatvara s horizontalom:
R=64-5=32kN

aR = 710.

20
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2. Sustav sila u ravnini

2.2.3. Centralni sustav sila — 3. primjer

¥ Zadana je sila Py i rezultanta R.
R=20kN P1=12 kN, a1 = 60°, III kv
R =20 kN, ar =40°, I kv
I‘\PZy i
40 Potrebno je analitickim i grafickim postupkom
S X odrediti silu P2, koja sa silom P; daje rezultantu

60° Poy R

Pa=2 02="7
P=12kN

1) Analiti¢ki postupak
Najprije pretpostavimo komponente sile P, orijentirane u skladu s koordinatnim osima.

Znamo da je rezultanta vektorski zbroj sila

R=P +P,,
odnosno prema izrazima 2.2.:

Ry = Pix + Py

Ry, = Py, + Pyy.

U kombinaciji s izrazima 2.1., uz postivanje orijentacije sila u odnosu na koordinatne osi X iy,
dobijemo:

—Ry = =Py + Py
—R - c0s40° = —P; * cos60° + P,,
—-20-0,766 = —=12-0,5 + P,
Py, = —9,32 kN

Ry = —Py, + Py,
R - sin40° = —P; - sin 60° + P,,,
200,643 = —12- 0,866 + Py,

P, = 23,25 kN.

Kona¢ni iznos sile P, dobijemo primjenjuju¢i Pitagorin poucak, a kut pod kojim djeluje o
proizlazi iz omjera komponenti sile:

P, = /Pzzx + P7, = 25,05 kN

Pyy 2325
Py —9,32

a, = 68,2° Il kv

tana, = = —2,495

=180—-68,2 =111,8°.
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2. Sustav sila u ravnini

2) Grafi¢ki postupak

Plan sila: Graficki postupak radimo primjenom poligona sila, u
y koji nanosimo poznate sile P; i R. Sile crtamo kao
R=20kN vektore prenoseci paralele iz plana sila (koristeci se

dvama trokutima), crtajuéi vektore duzine sukladne
veli¢ini sila i definiranim mjerilom.

P=12kN

Odabrano mjerilo definira da je 1 cm na crtezu istovjetan velicini sile od 5 kN, stoga za sile P1
i R proizlaze duzine vektora kako slijedi.

Py =12kN = 2,4 cm
R=20kN -40cm

Poligon sila:

MJ: 1em:: 5kN

Sjetimo se da sile P1 i P, moramo nacrtati u poligonu sila tako da svaka iduéa sila krece iz vrha
prethodno nacrtane sile, a rezultanta mora spojiti pocetnu to¢ku prve sile i vrh posljednje sile.
Stoga nacrtamo poznate sile P1 i R tako da su orijentirane u isti vrh, da bismo zatim silom P,
zatvorili poligon sila postujuéi ranije navedeno.

Na kraju o¢itamo duzinu sile P2 i pomoc¢u mjerila preracunamo u veli¢inu sile te kutomjerom
ocitamo kut az koji sila zatvara s horizontalom:

P,=5-5=25kN
a, = 112°
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2. Sustav sila u ravnini

2.3. Opéisustav sila i rezultanta sustava

U slucaju centralnog sustava sila pravac djelovanja rezultantne sile prolazi kroz zajedni¢ku
(centralnu) tocku u kojoj se sijeku svi pravci djelovanja pojedinacnih sila.

Medutim, ako u ravnini imamo viSe od dviju sila koje ne prolaze istom to¢kom (Sto je najceséi slucaj
u praksi), govorimo o0 opéem sustavu sila. U tom slucaju veli¢inu rezultante i dalje moZemo odrediti
vektorskim zbrojem, ali poloZaj njezina pravca djelovanja (tj. to¢no gdje prolazi rezultanta) nije
odmah poznat. Rjesenje problema moguce je na nekoliko nacina:

a) Postupno odredivanje rezultante — parcijalnim zbrajanjem

Problem mozemo rijesiti postupno:

- Svake dvije sile koje nisu paralelne mogu se smatrati centralnim sustavom, pa njihova
rezultanta mora prolaziti kroz sjeciste njihovih pravaca.

- Najprije odredujemo rezultantu dviju proizvoljnih sila (tzv. prva parcijalna rezultanta).

- Zatim toj rezultanti dodajemo treéu silu i ponovno nalazimo novu rezultantu (druga
parcijalna rezultanta).

- Postupak se ponavlja dok se ne obuhvate sve sile u sustavu, ¢ime dobijemo kona¢nu veli¢inu
i pravac rezultante.

Ovaj je postupak dugotrajan, a kod sustava paralelnih sila nije primjenjiv jer paralelne sile nemaju
zajedniCku toCku sjeciSta pravaca.

b) Graficki postupak — konstruiranjem veriznog poligona

Za sve sustave sila — ukljucujuéi i paralelne sile — mogucée je primijeniti verizni poligon sila. Radi se
o0 dosta jednostavnom postupku (Vidi i sliku 2.3.):
- Vertikalne sile F1, F,, F3 i G rastavljamo na kose komponentne sile duz zamisljenih pravaca
(zraka) oznacenih brojevima od 1 do 5.
- Primjerice, sila F; rastavlja se na komponente na pravcima 1i 2, Fona 2 3, itd.
- Sve zrake prolaze kroz istu proizvoljno odabranu to¢ku 0 — tzv. pol.

- S -
E F A
=)
bl
PR FG g

& e

‘4
AN 4

3

3

Slika 2.3. Primjer konstrukcije veriznog poligona za odredivanje rezultante paralelnih sila
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2. Sustav sila u ravnini

Konstrukcija veriZnog poligona:

Paralelu sa zrakom 1 nacrtamo od pravca sile F: do sjecista.

Kroz tu tocku povuc¢emo zraku 2 (jer se komponente moraju sjeci u pravcu sile).

Tako nastavljamo konstruirati sustav sve dok se ne obuhvate sve sile.

Rezultanta se tada sastoji od dviju komponenti — na zrakama 1 i 5 — i nalazi se na njihovu
sjecistu.

PobdPE

¢) Analiti¢ki postupak — odredivanje rezultante pomoc¢u statickih momenata

Rezultantu sustava mozemo odrediti 1 analiticki, koriste¢i se pojmom statickog momenta sile. U tu
svrhu potrebno je definirati utjecaj razlicitog polozaja sile u odnosu na neku tocku. Taj se utjecaj opisuje
kao staticki moment sile i definira se kao umnoZak promatrane sile i okomite udaljenosti d od
pravca djelovanja te sile do tocke koju analiziramo (izraz 2.5.).

Stati¢ki moment sile:
M=F-d (2.5.)
gdje je: F — veli¢ina sile (opterecenje); d — okomita udaljenost promatrane sile do promatrane tocke.

Moment sile vektorska je veli¢ina odredena veli¢inom i smjerom rotacije (pozitivan za smjer suprotan
kretanju kazaljke sata, negativan obrnuto). Mjerna jedinica za moment sile je KNm.

Momenti na istu tocku mogu se algebarski zbrajati prema izrazu:
MA=F1'd1+F2'd2+F3'd3 (26)

gdje je: Ma — staticki moment sile oko to¢ke A; F123 — sile (opterecenja); di23 — okomita udaljenost
promatrane sile F123 do promatrane tocke A.

F y
-
1 F,
d, >
a4 e | |
1
. b
: } / 1 } }
- X
F) d’
a) Op¢i nacin zbrajanja na tocku A b) Zbrajanje po komponentama na tocku 0

Slika 2.4. Graficki prikaz odredivanja ukupnog statickog momenta sile oko promatrane tocke

Staticki moment sile F jednak je sumi momenata njezinih komponenata Fy, Fy na promatranu toc¢ku.
M§=F-d—>Mg=—Fx-dy+Fy-dx (2.7.)

Na temelju prethodnih izraza ocito je da ¢e stati€ki moment rezultante na neku toc¢ku biti jednak
zbroju momenata njezinih komponenata na istu to¢ku. To se pravilo zove momentno pravilo ili
Varignonov teorem i moze se opéenito napisati kao:

MR =R dR = Z?:l Fl' ' di (28)

gdje je: MR — stati¢ki moment rezultante oko proizvoljne tocke; Ri23 — rezultantna sila koja je jednaka
zbroju pojedinih sila Fi; Fi — sile (optereéenja); dr — okomita udaljenost rezultante R do promatrane
tocke; di — okomita udaljenost promatrane sile Fi do promatrane tocke.

Za bolju ilustraciju prethodno opisanog postupka u nastavku slijede primjeri odredivanja rezultante
danog sustava sila grafickim i analitickim postupkom.

24 Osnove statike za arhitekte



2. Sustav sila u ravnini

2.3.1. Opdi sustav sila — 1. primjer

y Zadane su dvije sile P1 i P».
P>,=10kN T P=20kN P1=20kN, o1 = 60°
1 P, =10KkN, A (-2,1)
\A< ___1 Potrebno je odrediti rezultantu sila analitickim 1
! E N o /NS‘O“ | grafickim postupkom.
| ) S N - | | X Napomena: odrediti polozaj rezultante.
I

1) Analiti¢ki postupak

y Pretpostavimo i na skici nacrtamo komponente
P=20KN rezultante R te rastavimo sile P; i P, na
P2'10k§ | ™ komponente. Pri tome se sjetimo kako je sila
2y 1 P . . . v ..
Ty klizni vektor, pa je moZemo rastaviti na
Y " komponente u bilo kojoj tocki kroz koju sila
Pr A o i
2 : 1 S o ./@ | prolazi.
'\\ RX P1>< X
N
RS

Rezultantu analiticki odredujemo prema pravilima iz prethodnog poglavlja (izrazi 2.1. i 2.2.),
pa je horizontalna (x) komponenta rezultante jednaka zbroju horizontalnih (xX) komponenata sila
P1i Py, dok je vertikalna (y) komponenta rezultante jednaka zbroju vertikalnih (y) komponenata
sila Py i P2, postujuéi orijentacije sila u odnosu na koordinatne osi x i y.

R,= X Py

R, = P; - cos60° — P, - cos 45°

R, =20-05-10-0,707 = 2,93 kN
R, = ZPl-y

Ry, = P, -sin60° + P, - sin45°

R, =20-0,866 —10-0,707 = 24,39 kN

R = ’R,% + R32, = 24,57 kN

tan ag = R, /R, = 24,39/2,93 = 8,32
ap = 83,1° I kv.

Kako bismo odredili polozaj rezultante, potrebno je primijeniti Varignonov teorem (izraz 2.8.).
ME=Y M
M§ =Py 0+ Py 2,0+ Py - 1,0 — Py, 2,0
ME =0+20-sin60°-2+ 10-cos45°-1 — 10 - sin45° - 2
ME = 27,57 kNm
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2. Sustav sila u ravnini

1z dobivenog statickog momenta rezultante mozemo odrediti polozaj rezultante na dva nacina:

1) Odredimo krak sile R na ishodiste:

M=R-d Y
d=2_-2757 _412m R
R 24,57
83°

IR, X

2) Preko Varignonova teorema, primjenom izraza 3.4. odredimo nultocku rezultante (odsjecak
na koordinatnoj osi x):

Mo =Ry x+Ry"0 y
R
2757 = 24,39 - x
R
x =227 _113m. \
24,39 |
Ry X
X
7;*—

2) Graficki postupak

Graficki postupak radimo primjenom poligona sila u koji nanosimo poznate sile P1 i P2. Sile
crtamo kao vektore prenoseéi paralele iz plana sila u poligon sila (pomocu dvaju trokuta),
crtajuci vektore duzine sukladne veli¢ini sila i definiranim mjerilom.

Plan sila: Poligon sila:
y
P,=10kN R P.=20KN MJ: 1cm :: SKN
AN L/ R =25kN
\\ ] X // X aR — 830
\\\ f// X = 1,1 m
%

Trazena rezultanta R spaja pocetnu tocku prve sile P1 i vrh posljednje sile P2. Oc¢itamo duzinu
rezultante i pomoc¢u mjerila preratunamo u veli¢inu sile te kutomjerom oéitamo kut ar Koji
rezultanta zatvara s horizontalom. Dobivenu rezultantu prenesemo s poligona na plan sila
(paralelno, pomoc¢u dvaju trokuta), a prema pravilima koja vrijede za centralni sustav sila znamo
da rezultanta mora prolaziti kroz to¢ku gdje se sijeku sile P1 i P2. Na kraju izmjerimo poloZaj
(hvatiste) rezultante kao odsjecak na osi x.
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2. Sustav sila u ravnini

2.3.2. Opdi sustav sila — 2. primjer

Za zadani sustav sila potrebno je odrediti

Y =
P2=10kN rezultantu sila analitiCkim i grafickim
postupkom.
P;=10kN
J AN
y \
/\50“ 45}/\
X
VP1=20kN
, 30 L 5.0 L
L 7
1) Analiti¢ki postupak
y P,=10kN Pretpostavimo i na skici nacrtamo
komponente rezultante Ry i Ry, te moment
_ od trazene rezultante na ishodiste ME.
P3=10kN Rezultantu odredujemo prema pravilima
A\Ry // \\ iz prethodnog poglavlja, pa je horizontalna
o ™ komponenta rezultante Ry jednaka zbroju
M§ 60 45° i . .
0(\ - /\ r X horizontalnih (x) komponenata sila P; —
P=2§l)<(N Ps, dok je vertikalna komponenta
A\ rezultante Ry jednaka zbroju vertikalnih
(y) komponenata sila P; - Ps, postujuci
, 3.0 . 5.0 . . . .
# # # orijentacije sila u odnosu na koordinatne
osi Xiy.
Rx = 2Pix

R, = P; - c0s90° + P, - cos 60° + P; - cos 45°
R,=20-0+4+10-0,54+10-0,707 =12,07 kN
R, =XP,

Ry, = —P; - sin90° + P, - sin 60° — P5 - sin45°

R, =-20-1,0+10-0,866 —10-0,707 = —18,41 kN

R = ’R,% + R32, = 22,01 kN

tanag = Ry/R, = —18,41/12,07 = —1,525
ag = —56,75° (IV kv.)

Kako bismo odredili polozaj rezultante, potrebno je primijeniti Varignonov teorem (izraz 2.8.).
Pri tome se prisjetimo kako je staticki moment sile na neku to¢ku jednak sumi momenata

Osnove statike za arhitekte 27



2. Sustav sila u ravnini

njezinih komponenata na istu to¢ku. S obzirom na to da su nam poznate sve tocke u kojima sile
presijecaju osi x, u tim ¢emo tockama sile rastaviti na komponente. Stoga ¢e nam sve
horizontalne (x) komponente sila prolaziti kroz ishodiste i njihov ¢e krak sile biti jednak nuli,
pa u izrazu za moment imamo samo vertikalne (y) komponente sila s pripadaju¢im krakovima
sila.

ME=Y M

M§ = P1y -0+ Py, - 3,0 — Py, 8,0

M§ =0+10,0-sin60°- 3,0 — 10,0 - sin 45°- 8,0

M§ =10-0,866-3,0—10-0,707 - 8,0 = —30,58 kNm

Iz dobivenog statickog momenta rezultante odredujemo odsjecak na osi x, gdje rezultanta
presijeca navedenu os:

y P,=10kN Mo =Ry x+ R0
~30,58 = —18,41 - x
P.=10kN —30,58 66
Xo = =1,66m
R / ~ —-18,41
- Ay / \\
Moy O\ A
LY > X
Rx
\P=20kN
_*_XH
., 3.0 L 50 L
i L L

2) Grafi¢ki postupak

Graficki postupak radimo primjenom poligona sila i veriznog poligona. Sile crtamo kao vektore
prenoseci paralele iz plana sila u poligon sila (pomoc¢u dvaju trokuta), crtajuci vektore duZine
sukladne veli€ini sila i definiranim mjerilom.

Plan sila: Poligon sila:
Y

MJ: Tem i 5kN

R=22kN
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2. Sustav sila u ravnini

Rezultantu R odredujemo kao silu koja spaja pocetak prve sile P1 i vrh zadnje sile Ps. Pravac
djelovanja rezultante na planu sila odredujemo crtanjem veriznog poligona. Najprije na poligonu
sila proizvoljno odaberemo pol veriznog poligona te crtamo zrake kao spojnice svih pocetaka i
krajeva sila s odabranim polom, zatim zrake numeriramo brojevima od 0 do 3. Na planu sila
produzimo pravce djelovanja sila te prenesemo zrake paralelno (pomoc¢u dvaju trokuta) iz
poligona sila. Pocetnu zraku 0 postavljamo proizvoljno na planu sila, pa zatim crtamo zraku 1
kroz tocku u kojoj se sijeku pocetna zraka O i pravac sile P1. Zatim nademo sjeciste zrake 1 S
pravcem sile P2 i kroz tu to¢ku crtamo zraku 2. Kroz tocku u kojoj se sijeku zraka 2 i pravac sile
P3 postavljamo zraku 3. Na kraju produzimo pravce zraka 0 i 3, pronademo njihovo sjeciste i
kroz tu tocku crtamo rezultantu R. Pravac i orijentaciju rezultante prenosimo iz poligona na plan
sila. O¢itamo na poligonu sila duzinu rezultante R pa pomoc¢u mjerila preracunamo u veli¢inu
sile.

Alternativni graficki postupak rjesavanja ovog zadatka bez primjene veriznog poligona provodi
se na nacin da sustav od triju sila (koje se ne sijeku u istoj to¢ki) reduciramo na sustav od dviju
sila (kojima mozemo odrediti sjeciSte). Kako je prikazano na crteZu u nastavku, pronademo
rezultantu sila P2 i P3, nakon ¢ega odredimo sjeciste te sile sa silom P31, ¢ime smo odredili to¢ku
kroz koju prolazi rezultanta R zadanog sustava sila.

Plan sila: Poligon sila:
y

MJ: Tem:: SKN

R=22kN
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3. RavnoteZa sustava

3. Ravnoteza sustava

3.1. Opcenito o ravnoteZi

Djelovanje svake sile na neko kruto tijelo uzrokuje njegovo pomicanje. Kada sila djeluje na konstrukciju
ili neki njezin element, cilj je sprijeciti to pomicanje i osigurati ravnotezno stanje. Statika je grana
mehanike koja se bavi analizom takvih ravnoteznih stanja. Rije¢ statika potjece od grcke rijeci statikos,
$to znaci "ono §to miruje" — nesto Sto je stati¢no i nepokretno.

Temeljna ideja statike pociva na pretpostavci da ¢e gradevinske konstrukcije i njihovi elementi, pod
djelovanjem opterefenja, ostati mirni, tj. u stanju ravnoteze. lako su konstrukcije deformabilne,
dopusteni pomaci su u pravilu toliko mali u odnosu na dimenzije konstrukcije da se ona moze smatrati
nepokretnom i nedeformiranom. Takvo se stanje prihvaca kao ravnotezno.

Ravnoteza nekog elementa bit ¢e ostvarena ako su sprijeceni svi njegovi moguci pomaci. U ravnini Se
tijelo moze kretati na beskonatno mnogo nacina, ali svi ti pomaci mogu se svesti na tri osnovne
komponente:

e horizontalni pomak (translacija u osi x)
o vertikalni pomak (translacija u osi y)
o zakretanje (rotacija oko osi okomite na ravninu).

Ako sprijec¢imo oba translacijska pomaka i rotaciju, osigurali smo ravnotezno stanje tijela u ravnini, bez
obzira na vrstu i smjer opterecenja.

Ravnoteza se u konstrukcijama ostvaruje lezajevima, odnosno osloncima. Sile koje na lezajevima
uravnotezuju vanjska djelovanja nazivaju se reakcije. One su po veli¢ini jednake, ali suprotno
usmjerene silama koje djeluju na lezajeve.

3.2. RavnoteZa centralnog sustava sila

Ako se razmatra centralni sustav sila, u kojem pravci svih sila prolaze kroz jednu zajednicku tocku,
govorimo o ravnotezi tocke. U takvom slu¢aju nema zakretanja, pa je za postizanje ravnoteze dovoljno
sprijeciti translaciju.

Reakcija (sila u lezaju) mora biti u ravnotezi s aktivnim djelovanjem, tj. akcijom. To znaci da mora biti:
o kolinearna (biti na istom pravcu)
e jednaka po veli¢ini
e suprotnog smjera.

Tada je zbroj svih sila jednak nuli, nema rezultantne sile i sustav je u ravnotezi.

Prethodno navedeno mozemo definirati i kao grafi¢ki uvjet ravnoteze centralnog sustava sila:
poligon sila mora biti zatvoren. Drugim rije¢ima, sve sile (akcije i reakcije) moraju se medusobno
ponistiti — moraju biti jednake, suprotne i lezati na istom pravcu. Navedeno je jasno prikazano na slici
3.1
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3. Ravnoteza sustava

UNBALANCE

EQUILIBRITM

B

Slika 3.1. Graficki uvjet ravnoteze centralnog sustava sila

Prethodno opisani uvjet ravnoteze centralnog sustava sila moze se izraziti i analiticki. U slucaju
centralnog sustava sila sve sile djeluju kroz jednu to¢ku, recimo to¢ku A. Kako su svi pravci djelovanja
sila koncentrirani u toj to¢ki, na tijelo ne moze djelovati moment, tj. nema rotacije. Dakle, jedino §to
moze izazvati pomak jest translacija tijela u ravnini.

Kako bismo sprijecili translaciju, potrebno je da se sve sile medusobno poniste. To znaci da zbroj svih
sila koje djeluju na sustav mora biti jednak nuli. Buduéi da se sile u ravnini mogu rastaviti na
horizontalnu i vertikalnu komponentu, uvjeti ravnoteze pisu se ovako:

Ry =Y 1Fix=0 (3.1.2)

Ry =Y F, =0 (3.1.b)

Svaku silu potrebno je rastaviti na njezine komponente u smjeru osi X i y. Ako znamo iznos sile F i kut
a koji zatvara s horizontalom, tada vrijedi:

F;, = F; - cosa Fyy, = F; - sina. (3.2)

Znakovi komponenti odreduju se prema orijentaciji u koordinatnom sustavu:
e smjer desno i gore je pozitivan
e smijer lijevo i dolje je negativan.

Nakon $to se sve sile rastave na komponente i uvrste u jednadzbe (3.1.2) i (3.1.b) i te se jednadZzbe
rijeSe, dobit ¢emo nepoznate reakcije ili druge sile koje trebamo da bi sustav bio u ravnotezi.

U sljede¢im primjerima zadani centralni sustavi sila trebaju se dovesti u ravnoteZzu analiti¢kim i
grafickim postupkom odredivanja uravnotezujucih sila.

Osnove statike za arhitekte 31



3. RavnoteZa sustava

3.2.1. RavnoteZa centralnog sustava sila — 1. primjer

y Zadane su sile:
P:1=50kN, oz = 60°, I kv
P.=50kN ' ’
P,=30kN P2=30 kN, a2 =30° Il kv
P3 =60 kN, az =45° IV kv
=60°
9,=30 N Pa=?, a4="?
A= | N\e=45° X
7
7
s
£ s P3=60kN
4_ H
1) Analiti¢ki postupak

Pretpostavimo komponente sile Pa, orijentirane u skladu s koordinatnim osima. Kako bi
ravnoteza bila ispunjena, vektorski zbroj sila mora biti jednak nuli:

P/ +P,+P;+ P, =0.

Navedeno mora vrijediti za zbroj horizontalnih (x) komponenata, kao i za zbroj vertikalnih (y)
komponenata sila. Ako ukljué¢imo izraze 3.1., poStujuci orijentacije sila u odnosu na koordinatne
osi X i y, dobivamo kako slijedi:

Py = Pyx + P3x + Py = 0

P; - cos60°— P, - cos30°+ P; - cos45°+ P, =0
50-0,5—-30-0,866+60-0,707+P,,, =0

Py, = —41,44 kN

Py, + Py — Py + Py, = 0

Py - sin60° + P, - sin30° — P; - sin 45° + Py, = 0
500,866 + 30+ 0,5 — 600,707 + P,,, = 0

P, = —15,88 kN.

Kona¢ni iznos sile P4 dobijemo primjenjujuéi Pitagorin poucak, a kut pod kojim djeluje o4
proizlazi iz omjera komponenti sile.

P, = /Pfx + P2, = 44,38 kN

oo _ Py 1588
M= T a144
@, =21,0° Il kv

= —180 + 21,0 = —159,0°
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3. Ravnoteza sustava

2) Graficki postupak

Graficki postupak radimo primjenom poligona sila u koji nanosimo sve poznate sile. Sile crtamo
kao vektore prenoseci paralele iz plana sila (pomocu dvaju trokuta), crtajuéi vektore duzine
sukladne velicini sila i definiranim mjerilom. Sile nanosimo jednu za drugom tako da se svaka
iduca sila nastavlja iz vrha prethodno nacrtane sile.

Plan sila: Poligon sila:
y
MJ: 1 cm :: 10kN
P,=50kN
P,=30kN
x P,=44kN
0y = 21°

P,=60kN =-159°

Kako bi ravnoteza bila ispunjena, zadnja sila P4 mora zatvoriti poligon sila tako da krece iz vrha
posljednje sile P3 i zavrSava u pocetnoj to¢ki prve sile P1. Na kraju, ako smo ispravno rijesili
zadatak, sve sile moraju pratiti jedna drugu, ,.kruze¢i* po poligonu sila.

Trazenu silu P4 o¢itamo iz poligona sila, pomoc¢u mjerila preraCunamo u veli¢inu sile te
kutomjerom o¢itamo kut a4 Koji sila zatvara s horizontalom:

P, =44 -10=44kN

a, = 21° ulll kvadrantu.

3.2.2. RavnotezZa centralnog sustava sila - 2. primjer

Zadan je sustav prikazan na skici. Potrebno je
analitickim 1 grafickim postupkom odrediti reakcije u
osloncima A'i B.

1) Analiti¢ki postupak

Uoc¢imo kako reakcija u osloncu A mora lezati na
pravcu AC, dok reakcija u osloncu B mora lezati
na pravcu BC. Stoga zadatak moZemo analizirati
kao centralni sustav sila postavljen u tocki C.

Kako bi ravnoteza bila ispunjena, vektorski zbroj
sila mora biti jednak nuli:

A+B+P=0 TP=1OKN
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3. RavnoteZa sustava

Navedeno mora vrijediti za zbroj horizontalnih (x) komponenata, kao i za zbroj vertikalnih (y)
komponenata sila. Ako uklju¢imo izraze 3.1, postujuéi orijentacije sila u odnosu na koordinatne
osi x i y, dobivamo kako slijedi:

A+ B, +P, =0
A-cos30°+B+0=0
A-0866+B=0
Ay+B,—P,=0
A-sin30°+0—-10=0
A-0,5=10
A =20,0kN.
Dobivenu reakciju A uvrstimo u ranije dobiveni izraz:
20-0,866+B =0
B =-17,3kN.
Kako smo reakciju B dobili negativnog A
predznaka, stvarna orijentacija sile B suprotna
je od prvotno pretpostavljene.  Nije B
preporucljivo  mijenjati  pretpostavljenu

orijentaciju sila, no ako se za to odlu¢imo,
moramo nacrtati novu skicu sa stvarnim

orijentacijama sila i u skladu s time ponovo P=10kN
ispisati reakcije.

A =20,0kN

B =17,3kN

2) Grafi¢ki postupak

Graficki postupak radimo primjenom poligona sila, u kojem crtamo poznatu silu P, sukladno
veli¢ini sile, i definiranim mjerilom. Kako za sile A i B znamo samo pravce na kojima djeluju,
sjetimo se da sile u poligonu sila moraju biti postavljene tako da svaka iduca sila krece iz vrha
prethodno nacrtane sile. Stoga postavimo pravac sile A tako da prolazi kroz vrh sile P, a pravac
sile B tako da prolazi kroz po¢etnu toc¢ku sile P.

Kada odredimo sjeciste pravaca sila A i B, mozemo nacrtati kona¢ni poligon sila tako da sve
sile prate jedna drugu, ,,kruzeci* po poligonu. Na kraju o¢itamo traZene reakcije A i B iz poligona
sila.

MJ: 1cm:: 2,5 kN

4

A A A=20kN
B=17,5kN

34 Osnove statike za arhitekte



3. Ravnoteza sustava

3.3.  RavnoteZa opcéeg sustava sila

Kada sve sile prolaze istom toc¢kom, govorimo o ravnotezi to¢ke, a uvjet ravnoteze tada je jednostavan:
sve sile moraju biti medusobno jednake i suprotne, odnosno njihova suma mora biti jednaka nuli.
No, u veéini prakti¢nih slucajeva sile ne prolaze kroz istu tocku. Tada taj uvjet nije dovoljan za
uspostavu ravnoteze.

Cak i ako je suma svih sila jednaka nuli, sustav se moZe i dalje rotirati ako rezultantne sile i reakcije
ne leze na istom pravcu. Do rotacije dolazi zbog djelovanja para jednakih i suprotnih sila na odredenom
medusobnom razmaku — takav se par naziva spreg sila, a njegov ukupan ucinak izrazava se kao moment
sile.

Slika 3.2. Prikaz rotacije sustava kada je suma svih sila jednaka nuli, ali sile ne prolaze istom foc¢kom
Kao $to je ve¢ navedeno, moment sile oko odredene tocke definira se kao:

M=F-d (3.3))
gdje je: F — veli¢ina sile (opterecenje); d — okomita udaljenost promatrane sile do promatrane tocke.

Moment ima smjer (pozitivan ili negativan, ovisno o smjeru rotacije — najces¢e u odnosu na pravilo
desne ruke) i veli¢inu. Uobicajena je jedinica za moment sile je KNm.

Fl d

e

d/2 d/2| F

Slika 3.3. Spreg sila F na udaljenosti d i ekvivalentni moment sile
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3. RavnoteZa sustava

3.4. Analiticki uvjeti ravnoteZe opcéeg sustava sila

Op¢i ravninski sustav sila sustav je u kojem vise sila djeluje u istoj ravnini, ali ne prolaze sve kroz
istu to¢ku. To je najc¢eséi slucaj u stvarnim konstrukcijama — npr. grede, okviri, krovne konstrukcije i
sl.

U takvu sustavu sile mogu izazvati:
e translaciju (pomicanje u nekom smjeru),
e rotaciju (zakretanje oko neke tocke).

Za razliku od centralnog sustava sila, gdje je dovoljno zadovoljiti uvjete za translaciju, kod opéeg
ravninskog sustava sila potrebno je zadovoljiti i uvjet da nema rotacije.

Zbog toga se definiraju tri uvjeta ravnoteze:

a) Suma horizontalnih sila:

riFe=0 (3.4)
b) Suma vertikalnih sila:
1Fy =0 (35)
c) Suma momenata:
LM =0 (3.6

Ova tri uvjeta zajedni¢ki osiguravaju da tijelo nece ni translirati ni rotirati, ¢ime se postiZe ravnotezno
stanje.

Pri tome se moment savijanja odreduje preko izraza 3.3. Smjer momenta (pozitivan/negativan) ovisi o
tome vrti li sila sustav u smjeru kretanja kazaljke sata ili suprotno.

Postupak rjeSavanja analiticki:
1. Rastavi sile na komponente (ako nisu paralelne s osima).
2. Primijeni tri uvjeta ravnoteZze:
- >F=0
- YFy=0
- >M =0 -najbolje oko tocke gdje neka sila "otpada", tj. gdje nema momenta.
3. Rijesi sustav jednadzbi i izracunaj nepoznate sile ili reakcije.

Na sljede¢em primjeru objasnit ¢e se analitiCki uvjeti ravnoteze i analiticki postupak rjeSavanja
problema ravnoteze opcéeg sustava sila.
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3. Ravnoteza sustava

3.4.1. Analitic¢ki uvjeti ravnoteZe opceg sustava sila — 1. primjer
y Potrebno je analitic¢ki
" uravnoteZziti zadani sustav
RN lama:
- S @ silama:
é / Q AN p\Q .
(;,I‘)_ Q 4 N Q, Q 4 Qa — prolazi tockom A
oy Sy Qb — leZi na pravcu b.
/\#5° A 7 \5°
[ §\ X
, 30 , 30 L
L 4 4l

Pretpostavimo i na skici nacrtamo komponente sile Qa kao Ay i Ay te pretpostavimo orijentaciju
sile Qb. Kako bismo sustav bio u ravnotezi, koristimo se analitickim uvjetima ravnoteZze prema
izrazima 3.4. — 3.6.

Uoc¢imo kako nam je za prvi korak najlakse izracunati silu Q, tako da postavimo sumu
momenata na tocku A. Na taj nacin dobivamo izraz u kojem imamo samo jednu nepoznanicu jer
sila Qa prolazi kroz tu to¢ku i ne daje moment.

Y
AN .C
ZA § ?‘T\ _________ A -
é //q, N N
® 7, 4
I R ‘gb <3
o AA \ s
/\/45" A y} N ﬂ45°
A« B X
, 3.0 , 3.0 , 3.0 .
7 | 7 7
SM, =0

Qp -sin45°-3,0— P; - 3,0 + P, - sin45°- 3,0 + P; - sin45°-3,0 =0
Qp+0,707-3,0 =30,0-3,0-20,0-0,707-3,0—-10,0- 0,707 - 3,0

26,36
b= 212

= 12,43 kN

Kada smo odredili silu Qp, mozemo izracunati komponente sila Qa tako da upotrijebimo izraze
3.4. 1 3.5. za sumu horizontalnih i vertikalnih sila. lako bismo na taj nacin dobili trazene
komponente sile Qa, navedeni postupak nije preporuéljiv jer bismo se koristili ranije
izracunatom silom Qy, pa se eventualna pogreska u izracunu jedne sile prenosi na daljnji izracun.
Stoga je bolje upotrijebiti izraze za sumu momenata na toc¢ke B i C, gdje se sijeku po dvije od
triju nepoznatih sila. Na taj nacin odredujemo silu Qa, 0dnosno njezine komponente neovisno o
ranijem proracunu.

Osnove

statike za arhitekte 37



3. RavnoteZa sustava

ZMBZO

~A,+3,0—P; 6,0+ P, sin45°-6,0 =0

—4,-3,0-30,0-60+20,0-0,707-6,0=0

A, =-9516/3,0=-31,72 kN

y —

ZMCZO

Ay -3,0—P,-3,0+P;-sin45°-6,0 =0
A, +3,0—130,0-3,0+10,0-0,707-6,0 = 0

A, = 47,58/3,0 = 15,86 kN

Qu = ’A,ZC +A§, = 35,46 kN

A
tan a, =A—y=
X

-31,72
15,86

ag = —63,43° (IV kv.)

=-20

3.4.2. Analiti¢ki uvjeti ravnoteZe opceg sustava sila — 2. primjer

y pe

|

@, |

~ \

d |

g \

A-: ( ) /A//

P c ‘
zp O =
< . lm
-~ /B\ -
I - N n
al! -~ ST
g Po,=10kN |~

4.0 .

3.0

3.0

Zadani sustav sila Pi;, P, i Ps; potrebno je
analitickim postupkom uravnoteziti sa silama na
zadanim pravcimaa, b i c.

Zadatak Ce se rijesiti analitickim postupkom. Stoga najprije moramo pretpostaviti sile Qa, Qb i
Qc na zadanim pravcima a, b i c. Ako zadani sustav sila P1, P2 i P3 moramo uravnoteziti sa
sustavom sila Qa, Qb i Qc, tada rezultanta jednog sustava sila mora biti u ravnoteZi s rezultantom
drugog sustava sila.

Uo¢imo kako imamo tri nepoznate sile pa, kako bismo ih odredili, postavimo izraze za sumu
momenata na tocke u kojima se sijeku dvije od triju trazenih sila. Na taj na¢in mozemo odrediti
sile Qa i Qc, dok silu Qb moramo izra¢unati na drugi na¢in jer ne mozemo odrediti to¢ku u kojoj
se sijeku sile Qa i Qc. Ako uoc¢imo da su sile Py i P3 vertikalne sile istog iznosa, ali suprotnog
smjera, a sila P2 je horizontalna sila, najjednostavnije ¢emo silu Qb odrediti preko izraza za
sumu vertikalnih sila.
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/xl’/ *
e 3
(a : o sina =< = 0,600
™
Qa Qcy 4
P . . cosa == 0,800
. Qox |
o 97
\Jl( % g
BN Uy
a N
P=10kN |~ X
L 4.0 L
# #
XM, =0

P30 — P340+ Q. 40=0
10,0-3,0 — 15,0 4,0 + Q, - sina - 4,0 = 0

_60,0-30,0 125 kN
€T 0640 7
ZMBZO

Py 1,5—P; 2,0 P3+2,0 + Qur* 1,5+ Qqy + 2,0 = 0
10,0+ 1,5 — 15,0-2,0 — 15,0- 2,0 + Qg - cos - 1,5 + Q, - sina - 2,0

~30,0+30,0-15,0

= = 18,75 kN
¢ 08-1,54+06-2,0

y =0

Qby+Qcy_Qay =0
Qp-sina+ Q.- sina —Q,-sina =0

_1875-0,6 —125-0,6

= 6,25 kN
b 0,6
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3.5.  Graficki uvjeti ravnoteZe opcéeg sustava sila

Graficki uvjet ravnoteze centralnog sustava sila definira da poligon sila mora biti zatvoren. Kao i u
slu¢aju analiti¢kih uvjeta ravnoteze opéeg sustava sila, samo uvjet kojim je osigurano da je suma svih
sila jednaka nuli ocigledno nije dovoljan. Stoga je potreban dodatni uvjet koji je kompatibilan
analitickom uvjetu koji kaze da suma momenata treba biti nula.

Kod grafickog postupka sve se rjesava crtajuci sile kao vektore u mjerilu i da bi se zadovoljili svi
potrebni uvjeti, potrebno je crtati:

a) Poligon sila

Za svaku silu nacrta se vektor (smjer i duljina u mjerilu). Ako se sve sile poredaju "vrh-na-rep" i
formiraju zatvorenu figuru (najcesce trokut, Cetverokut...), tada vrijedi:

poligon sila zatvoren = ZFE 0. (3.6.)
To znaéi da je ukupna rezultanta svih sila jednaka nuli — dakle, nema translacije.
b) Geometrijski uvjet za momente

Da nema rotacije, pravci svih sila moraju prolaziti kroz jednu tocku (ili se njihove linije djelovanja
moraju sjeéi u jednoj tocki). Ovo je graficki ekvivalent momentu jer ako npr. pravci triju sila prolaze
kroz istu to¢ku, njihovi se momenti medusobno ponistavaju.

Za op¢i sustav sila glede analitickih i grafi¢kih uvjeta moze se uzeti da vrijedi tablica 3.1.

Tablica 3.1. Prikaz analitickih i grafickih uvjeta za sprijecenost translacije i rotacije

Analiticki uvjeti Graficki uvjeti
Translacija YF«=01i YFy=0 Poligon sila zatvoren
Rotacija >M=0 Pravci sila sijeku se u jednoj tocki

Graficki postupak rjeSavanja sastoji se od sljedecih radnji:

1. Nacrtaj pravce djelovanja svih poznatih i nepoznatih sila.

2. Odredi rezultantu poznatih sila (geometrijski, pomocu poligona sila).

3. Odaberi to¢ku kroz koju ¢e proci trazene sile tako da zadovolje uvjet rotacije — najéesce
sjeciste pravaca.

4. Zatvori poligon sila i ocitaj veli¢ine trazenih sila iz skice u mjerilu.

Graficki postupci kojima se koristimo u rjeSavanju navedenog problema, a koji zadovoljavaju prethodno
navedeno, jesu sljedeci:

a) Culmannov postupak:

« Njime se koristimo kada trazimo dvije sile koje zajedno s rezultantom osiguravaju ravnotezu.

« Trazimo pravac (Culmannov pravac) koji povezuje sjecista sila — kao rezultat dobijemo
smjer 1 iznos trazenih sila graficki.

b) Verizni poligon:

e Njime se koristimo kod paralelnih sila.

o Kombinira se s trokutom sila i trazi se zaklju¢na zraka, koja povezuje krajeve veriznog
poligona.

e Zakljucna zraka je sila koja osigurava ravnotezu.

U nastavku ¢e se detaljno objasniti graficki uvjeti ravnoteze na istim primjerima na kojima su pojasnjeni
1 analiticki uvijeti.
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3. Ravnoteza sustava

3.5.1. Graficki uvjeti ravnotezZe opcéeg sustava sila — 1. primjer

<
S

Potrebno je graficki

uravnoteziti zadani sustav

= S N silama:
sl &/ S
- AN y N c Ly
@ Q1 Q, Q 4 Qa — prolazi tockom A
o p b N Qv — lezi na praveu b.
RN
| é\ X
, 3.0 , 3.0 L
# |

Sustav sa slike opterecen je silama P1, P2 i P3. Rezultanta sustava dobivena je ranije opisanim
postupkom: najprije je odredena parcijalna rezultanta sila P1 i P2 (na njihovu sjecistu), a zatim
i konac¢na rezultanta kao zbroj te parcijalne rezultante i sile P3 (ponovo na sjecistu tih sila).

Plan sila:

Poligon sila:
y
N
< S *"\ § P2
o 2V - A
i Y e
o
¢ N
7\#5 A, s
o ' B X )
o g 75
\a ¢ / "
, 30w, 30

MI: Tem s SkN

P

Ravnotezu sustava trebaju osigurati dvije sile: sila koja prolazi kroz to¢ku A te sila na pravcu b.
Kako osigurati da je suma momenata tih triju sila nula?

Ako znamo da je moment sile jednak umnosku sile i njezina kraka (udaljenosti pravca sile do
tocke na koju sila djeluje), jasno je da ¢e za sve tocke na pravcu sile moment biti jednak nuli.
Dakle, ako pronademo tocku koja se nalazi na pravcima svih triju sila, suma momenata bit ¢e

nula u toj tocki, time i U bilo kojoj drugoj tocki krutog tijela.

Ako sila u tocki A prolazi sjeciStem pravaca b i rezultante, gornji ¢e zahtjev biti ispunjen i suma

momenata bit ¢e nula. Sada je jos potrebno zatvoriti poligon sila (kako bi i suma sila bila nula)

1 odrediti veliCine traZenih sila. MoZemo zakljuciti da Ce tri sile biti u ravnotezZi kada se pravci
sila sijeku u istoj to€¢ki i kada trazene sile zatvaraju trokut sila.

Osnove statike za arhitekte
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Y
. W ) :
Plan sila: \\\\\ Poligon sila:  MJ: 1cm:: 5kN
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a) Graficki uvjeti ravnoteie primjenom Culmannova postupka

Pristup sli¢an prethodno opisanom mozemo primijeniti i u slu¢aju kada trebamo osigurati
ravnotezu s trima silama na poznatim pravcima djelovanja. Nademo li sjeciSte rezultante
opterecenja i jedne (proizvoljno izabrane) od uravnotezujucih sila, odredili smo toc¢ku kroz koju
mora pro¢i parcijalna rezultanta tih dviju sila. Kroz sjeciste preostalih dviju uravnotezujucih sila
mora proéi parcijalna rezultanta drugih dviju sila. Na taj smo nacin sustav od Cetiriju sila
(rezultanta opterecenja i tri uravnotezujuce sile) sveli na dvije parcijalne rezultante. Ako se
podsjetimo da ¢e dvije sile biti u ravnotezi kada su jednake i suprotne te leze na istom pravcu,
spojnica dvaju presjecisSta odreduje pravac djelovanja parcijalnih rezultanti. Ta se spojnica
naziva Culmannov pravac pa se i postupak uravnotezenja naziva Culmannovim postupkom.

Iz trokuta sila koji zatvaraju rezultanta opterecenja, prvoodabrana uravnotezujuca sila i sila na
Culmannovu pravcu, odredujemo veli¢ine dviju nepoznatih sila. Sila na Culmannovu pravcu
parcijalna je rezultanta preostalih dviju sila pa iz novog trokuta sila mozemo odrediti veli¢ine
preostalih sila.

Mozemo zakljuciti i da je pravac koji prolazi to¢kom A i sjeciStem pravca b i rezultante sustava
iz prethodnog primjera takoder Culmannov pravac ako komponente sile u to¢ki A promatramo
kao dvije nepoznate sile na poznatim pravcima, recimo u smjeru X i y osi.

b) Graficki uvjeti ravnoteze primjenom veriZnog poligona

Kada su uravnotezujuce sile paralelne s rezultantom, nije moguce primijeniti ranije objasnjeni
princip Culmannovim postupkom, pa se koristimo veriznim poligonom analogno kao i za slucaj
rezultante vertikalnog sustava sila. Sam postupak pojasnit ¢emo na primjeru prikazanom na
sljedec¢oj stranici gdje imamo dvije paralelne vertikalne sile koje je potrebno uravnoteZziti s
dvjema silama na paralelnim pravcima.
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Plan sila: Poligon sila:

B
K Ocitano:
A =220kN
B=18,0kN

Veriznim je poligonom rezultanta odredena komponentama na pravcima pocetne 0 i zavr$ne
zrake 2, pa mozemo reéi da imamo sustav s ¢etirima silama: dvije komponente rezultante i dvije
uravnotezujuce sile. Ako nademo sjeciste prve uravnotezujuce sile A i pocetne zrake 0, znamo
da tuda mora pro¢i njihova (parcijalna) rezultanta. Isto vrijedi i za sjeciSte druge uravnotezujuce
sile B i zavrs$ne zrake 2. Sada smo sustav s ¢etirima silama sveli na dvije parcijalne rezultante.

Ako se ponovo podsjetimo (graficki uvjet ravnoteze centralnog sustava sila) da dvije sile mogu
biti u ravnotezi samo kada leze na istom pravcu, jasno je da parcijalne rezultante moraju lezati
na spojnici tih dvaju presjecista. Ta se spojnica, koja je zapravo Culmannov pravac, naziva
zakljutnom zrakom veriznog poligona (S) i predstavlja jednu od komponenata obiju
uravnotezujuéih sila. Druga je komponenta na pravcu pocéetne zrake 0 za prvu uravnotezujucu
silu A te na pravcu zavrSne zrake 2 za drugu uravnotezujucu silu B.

Dakle, mozemo zakljuciti da ¢e op¢i sustav sila u ravnini biti u ravnotezi kada veriZni poligon
i poligon sila budu zatvoreni. To nazivamo opéim grafickim uvjetima ravnoteZe opceg
sustava sila.

U slucaju kada se ne radi o sustavu paralelnih sila, nije potrebno raditi verizni poligon. U tom
¢e slucaju, kao $to je ranije navedeno, uvjet ravnoteze biti zadovoljen ako se pravci triju sila
(rezultante i dviju uravnotezujucih sila) sijeku u istoj tocki i ako sile zatvaraju trokut sila.

3.5.2. Graficki uvjeti ravnoteZe opcéeg sustava sila — 2. primjer

y e o Zadani sustav sila P1, P2 i P; potrebno je
/// } grafickim postupkom uravnoteZiti sa
(@) ‘ o silama na zadanim pravcima a, b i c.
- ‘ (s8]
-
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Prvo $to moramo odrediti jest rezultanta sila P, P2 i P3. Poziciju rezultante na planu sila mozemo
odrediti primjenom veriznog poligona. Kako crtez ne bismo opteretili velikim brojem linija,
reducirat ¢emo sustav na dvije sile, pa ¢e rezultanta prolaziti kroz njihovo sjeciste. Navedeno
radimo na nacin da najprije pronademo pravac rezultante sila P; i P> u poligonu sila te ga
prenesemo na plan sila kroz tocku gdje se te dvije sile sijeku. Zatim odredimo tocku gdje se taj
pravac sijeCe s preostalom silom Pz i kroz tu toku crtamo rezultantu R, koju smo ranije dobili

na planu sila.
Plan sila: Poligon sila: MI: 1 ¢cm :: 2,5kN
R, -
Y ﬂ» *
~
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Sada primjenom Culmannove metode moramo dobivenu rezultantu R uravnoteZiti sa silama na
zadanim pravcima a, b i ¢. Na planu sila odredimo sjeciSte rezultante R s pravcem a te tu to¢ku
spojimo sa sjeciStem pravaca b i ¢. Time smo dobili Culmannov pravac, koji zajedno s pravcem
a prenosimo u poligon sila. Sada moramo rezultantu R uravnoteziti sa silom Qa (koja leZi na
pravcu a) pomoc¢u Culmannova pravca. Zatim prenosimo pravce b i ¢ iz plana u poligon sila te
pomoc¢u Culmannova pravca odredimo sile Qy i Qc. Time smo rezultantu R uravnoteZili sa silama
Qa, Qb i Qc. Na kraju na poligonu sila o€itamo trazene sile pa pomocu definiranog mjerila

odredimo njihove vrijednosti.

Plan sila: Poligon sila:  MI: 1 c¢m :: 2,5kN
y Rs >
— N
e \ P2 /
(a) //f ‘ o /!
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4. Ravnoteza krutog tijela u ravnini

4. Ravnoteza krutog tijela u ravnini

U mehanici je kruto tijelo idealizirani model tijela ¢ije se dimenzije i oblik ne mijenjaju pod
djelovanjem vanjskih sila. To znaci da su sve to¢ke unutar tijela medusobno nepomi¢ne — razmaci
medu njima ostaju stalni, bez obzira na opterecenje.

U stvarnosti, naravno, sva su tijela deformabilna — pa tako i svi konstrukcijski elementi. Medutim,
deformacije u vecini gradevinskih elemenata (grede, stupovi, ploce...) pri uobic¢ajenim Su opterecenjima
vrlo male u odnosu na njihove dimenzije, te ih u prvoj analizi mozemo zanemariti.

Zato u statici konstrukciju Cesto tretiramo kao skup krutih tijela. Ova pretpostavka nam omogucuje
primjenu jednostavnijih matemati¢kih modela — analiziraju se samo pomaci i rotacije cijelog tijela
kao cjeline, a ne njegovo unutarnje deformiranje.

U daljnjim poglavljima analizirat ¢emo kako se kruta tijela ponasaju pod djelovanjem sustava sila, kako
se uspostavlja ravnoteza te koja je uloga lezajeva i reakcija u sprje¢avanju pomaka i rotacija.

4.1. LezZajevi konstrukcije: konzola i greda

U prethodnim poglavljima istaknuto je da se ravnoteza konstrukcijskih elemenata ostvaruje reakcijama
na leZajevima (osloncima). Teoretski bi bilo moguce osigurati ravnotezu opceg sustava sila tako da se
leZaj uvijek nalazi na pravcu rezultante optere¢enja. No, u praksi to nije izvedivo jer su optereCenja na
konstrukciju promjenjiva tijekom vremena, $to znaci da se poloZaj rezultante stalno mijenja.
Prilagodavanje polozaja lezaja tim promjenama nije moguce, pa je nuZno sprijeciti rotaciju na drugi
nacin.

Zbog toga se koristimo leZajevima koji osim translacije sprjecavaju i rotaciju. Takav leZaj nazivamo
upetim leZajem ili ukljeStenjem. Osim $to prenosi horizontalnu i vertikalnu reakciju, on moze
prenijeti i reaktivni moment, koji je nuzan za sprjeCavanje rotacije sustava.

R
——1

S =
‘F'? Y- nema ravnoteze
v

NN

\ l -Fv
H.‘:—{/Q‘
M= ¥\IA

® ravnoteza
Fat

Slika 4.1. Upeti lezaj kao oslonac konzole
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Konstruktivni element koji je na jednom kraju pri¢vr§éen upetim lezajem naziva se konzola. U upetom
kraju sprijecene su:

o obje translacije (horizontalna i vertikalna)

o zakretanje, koje se sprjecava djelovanjem sprega sila, prikazanog simboli¢no kao reaktivni
moment.

¥ ¢IOKN

Slika 4.2. Konzola s prikazanim reakcijama

PP PPI V7S

S <€
T —>

Tako upeti lezaj pruza potpunu staticku stabilnost, on je tehni¢ki najzahtjevniji za izvedbu i nije uvijek
prakti¢an, a osim toga ne mora biti ni prvi projektantski izbor. Ravnotezno stanje konstrukcijskog
elementa moguce je ostvariti i bez upetog lezaja, koristenjem kombinacije leZajeva koji sprjecavaju
iskljucivo translaciju.

Na primjer (slika 4.3.):
e LeZaj A sprjecava horizontalni i vertikalni pomak (nepomicni zglobni lezay).
e Lezaj B sprjecava samo vertikalni pomak (klizni leZaj).

U ovom slucaju vertikalna reakcija u to¢ki B, zajedno s reakcijama u A, stvara spreg sila koji
sprjecava rotaciju — time se ostvaruje ravnoteza bez reaktivnog momenta.

Takva konstrukcija naziva se jednostavna greda (simple beam).

g [kN/m]

A1 " &

Slika 4.3. Greda oslonjena na nepomicni i klizni lezaj
Lezajeve kojima se koristimo u analizama statike moZemo podijeliti na tri osnovna tipa:
1) Klizni (zglobni) leZaj:
e sprjeCava pomake okomito na kliznu plohu
e Omogucuje rotaciju i pomak u smjeru klizanja

e reakcija djeluje okomito na kliznu plohu.

o

o L d

R,

Slika 4.4. Klizni (zglobni) lezaj — nacin oznacavanja i reakcija koju preuzima
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2) Zglobni (nepomiéni) lezaj:
e sprjeCava horizontalne i vertikalne pomake
e Omogucuje rotaciju

e razvija horizontalnu i vertikalnu reakciju.

Slika 4.5. Zglobni (nepomicni) lezaj — nacin oznacavanja i reakcije koje preuzima
3) Upeti (uklijesteni) lezaj-
e Sprjecava sve pomake i rotaciju

e razvija horizontalnu, vertikalnu reakciju i reaktivni moment.

Slika 4.6. Upeti (nepomicni) lezaj — nacin oznacavanja i reakcije koje preuzima

4.2. Static¢ki odredeni i neodredeni nosaci

Konzole i grede primjeri su elementarnih konstrukcijskih sustava u kojima su tri moguc¢a pomaka
(dvije translacije i jedna rotacija) sprijeeni pomocu triju reakcija. Takvi sustavi nazivaju se staticki
odredeni, jer se sve reakcije mogu analiti¢ki izra¢unati pomocu triju uvjeta ravnoteze Koji su dani
sljede¢im izrazima:

a) Suma horizontalnih sila:

YX=0 - Y F =0 (4.1)
b) Suma vertikalnih sila:

YY=0 - YL Fy=0 4.2)
€) Suma momenata:

YM=0 YL, M =0 (4.3)

No, u praksi ¢esto susrecemo staticki neodredene nosace, kod kojih broj reakcija prelazi broj uvjeta
ravnoteze. Za njihovo rjeSavanje potrebni su dodatni uvjeti — primjerice uvjeti deformabilnosti
(metode elasti¢nosti, pomaka, itd.).

Vazno je naglasiti:

Bez obzira na to je li nosac staticki odreden ili neodreden, svi mogu¢i pomaci moraju biti sprijeceni.
U suprotnom, element bi bio nestabilan.
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#(‘

Dovoljno za odrediti rjeSenje (3 j.r.): Za rijesiti staticki neodredeni sustav

Z X=0, ZY =0, 2 M=0 potrebne su nam dodatne jednadzbe.

Slika 4.7. Staticki odredene (lijevo) i staticki neodredene konstrukcije (desno)

-

| =

lako jednostavni, konzola i greda cesto su glavni elementi nosive konstrukcije. Primjer takvog
rjesenja je Most hrvatskih branitelja iz Domovinskog rata u Rijeci (slika 4.8.), gdje su svi klju¢ni
elementi:

o glavni rasponski sklop — greda

o memorijal braniteljima — dvije konzole

e ograda i klupe — takoder konzole.

Slika 4.8. Most hrvatskih branitelja u Rijeci — elementi grede i konzole
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Na istom mostu primijenjeni su svi osnovni tipovi lezajeva:

e zglobni nepomi¢ni
e Klizni
e upeti lezaj.

Na slici 4.9. prikazano je jednostavno rjeSenje nepomi¢nog zglobnog lezaja. Umetanjem trna
zavarenog na konstrukciju u prostor omeden ¢eliénim plocama sprijeceno je horizontalno pomicanje,
dok je rotacija dopustena.

Simbol zglobnog nepomic¢nog lezaja je trokut s kruzicem na vrhu (slika 4.5.), ali u praksi takvi
leZajevi mogu biti izvedeni na mnogo nacina.

Slika 4.9. Most hrvatskih branitelja u Rijeci — izvedba nepomicnog zglobnog leZaja

Klizni leZzaj simbolicki se prikazuje kao nepomican, ali odvojen od podloge, ¢ime se prikazuje
dopusteni horizontalni pomak. Na predmetnom mostu koristen je elastomerni leZaj, koji zahvaljujuéi
svojoj elasti¢nosti omogucuje ograni¢eno horizontalno pomicanje i zakretanje.

Slika 4.10. Most hrvatskih branitelja u Rijeci — izvedba elastomernog kliznog /ezaja

Drugi je koriSteni lezaj tzv. ,,Stapni® leZaj, element zglobno pri¢vri¢en na oba kraja. On omogucuje
zakretanje u donjem zglobu, §to rezultira horizontalnim pomakom u gornjoj tocki. Ovaj tip bit ¢e
detaljno objasnjen u poglavlju o konstruktivnim sustavima.
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Slika 4.11. Most hrvatskih branitelja u Rijeci — izvedba Stapnog (kliznog) lezaja

Upeti lezaj simbolizira potpuno ukrucenje elementa. Na slici 4.12. upetost je ostvarena kombinacijom
vertikalnih reakcija elastomera i Stapa — njihovo zajednicko djelovanje osigurava sprecavanje
pomaka i rotacije.

Slika 4.11. Most hrvatskih branitelja u Rijeci — izvedba upetog lezaja kombinacijom elastomernog
nepomicnog i Stapnog (kliznog) lezaja

4.3. Odredivanje reakcija u leZajevima

Da bi kruto tijelo bilo u ravnotezi, mora imati dovoljan broj pravilno rasporedenih leZajeva koji
sprjecavaju sve moguce pomake — dvije translacije i rotaciju. Prvi korak u analizi ravnoteze jest
odredivanje reakcija na leZajevima jer one nadoknaduju djelovanje vanjskih sila i osiguravaju staticku
stabilnost tijela.

Reakcije se odreduju primjenom analitickih i grafickih uvjeta ravnoteZe opceg sustava sila u
ravnini, odnosno koriste¢i jednadzbe za zbroj sila i zbroj momenata.

U nastavku slijede rijeSeni primjeri odredivanja reakcija na lezajevima primjenom analitickih i
grafickih uvjeta ravnoteze opceg sustava sila u ravnini. Na primjerima ¢e se najbolje prikazati nacin
primjene teorijskog dijela iz 3. poglavlja na rjesavanju zadace odredivanja reakcija realnih jednostavnih
konstrukcijskih sustava krutih tijela.
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4.3.1. Odredivanje reakcija u lezajevima - 1. primjer

Treba odrediti reakcije (uravnoteziti sile)

P =10.0 kN = ]
g q=4,0 kN/m na zadanom sustavu.

A YUITTIT T,
L, 20 ) 5.0 ’
1) Analiti¢ki postupak

Zadana je jednostavna greda. Postavimo koordinatni sustav tako da nam je 0s X u smjeru grede
AB i pretpostavimo reakcije u osloncima A i B. Kako je oslonac A nepomiéni zglobni lezaj, u
njemu pretpostavljamo horizontalnu Rax i vertikalnu reakciju Ray, dok u osloncu B, koji je klizni
lezaj, pretpostavljamo samo vertikalnu reakciju Rgy. Nadalje, zamijenimo kontinuirano
opterecenje g S koncentriranom silom Q, koja predstavlja rezultantu djelovanja kontinuiranog
opterecenja (. Zamjenjujuca sila Q djeluje u tezistu djelovanja kontinuiranog opterecenja te ima
iznos koji je jednak umnoSku zadanog kontinuiranog optereéenja q i duzine na kojoj to
opterecenje djeluje, dakle: Q = q - 5,0 = 20,0 kN.

P =10.0 kN
y | Q=4-5=20kN
Al F—=——,
RAX AY

er 200 , 25 , 25 WTWRBY

Kako bismo odredili reakcije, sada primijenimo analiti¢ke uvjete ravnoteze (izrazi 4.1. - 4.3.):

?=1Fix =0
Z?leiy =0
LiMi=0.

Prvi izraz za sumu horizontalnih sila daje nam vrijednost horizontalne reakcije Rax:

Drugi izraz za sumu vertikalnih sila nam daje jednadzbu s dvjema nepoznanicama koju za sad
ne¢emo upotrijebiti:

Y, =0
RAy+RBy_P_Q=O'

Vrijednosti vertikalnih reakcija odredujemo preko treceg izraza za sumu momenata, i to na tocku
oslonca A, pa zatim na tocku oslonca B. Prisjetimo se kako je moment sile umnozak sile i
okomite udaljenosti pravca njezina djelovanja od tocke na koju taj moment djeluje. Stoga
prilikom izra¢una momenta na to¢ku A ura¢unavamo utjecaj svih sila koje izazivaju moment na
tu toCku, kako je detaljno prikazano u nastavku.
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P =10.0 kN

&_-_JJ( MFP =—-P-2,0
A, 20 JQ=kaN
AT a5 o M{ =045
Aw 77777777777777777

/|b 70 %IP% MjBy — RBy . 7'0
)

OR“ M4 = Ry, - 0

ZMA = 0

Rpy-70—-P-20-Q-45=0

10,0 - 2,0 + 20,0 - 4,5
Rey = 7.0

=1571kN

Dalje po istom principu raCunamo sumu momenta na tocku B.
ZMB = 0
—Ryy-70+P-50+Q-25=0

_10,0-5,0+20,0-2,5

Ray = ) = 14,29 kN

Time smo odredili sve reakcije i jo§ na kraju mozemo upotrijebiti izraz kojim se nismo ranije
koristili, a koji nam sluzi za kontrolu izracuna.

YE, =0

R4y + Ry — P —Q =14,29+ 15,71 -10,0 - 20,0 =0

2) Graficki postupak

Kada zadatak rjeSsavamo grafickim postupkom, uoc¢imo da su sile P i Q vertikalne, te reakcija
Re mora biti vertikalna (zbog definiranog tipa lezaja). Kako su sve sile vertikalne, i reakcija Ra
takoder mora biti vertikalna. Budu¢i da se sile ne sijeku u konac¢nosti, za rjeSavanje moramo
primijeniti verizni poligon.

Najprije crtamo sile u poligonu sila prenoseci paralele iz plana sila (pomoc¢u dvaju trokuta),
crtajuc¢i duzine sila sukladne veliCini sila i definiranim mjerilom. Zatim prelazimo na crtanje
veriznog poligona. Najprije na poligonu sila proizvoljno odaberemo pol veriznog poligona i
crtamo zrake kao spojnice svih pocetaka i krajeva sila s odabranim polom te zrake numeriramo
brojevima od 0 do 2. Na planu sila produzimo pravce djelovanja sila te prenesemo zrake
paralelno (pomoc¢u dvaju trokuta) iz poligona sila. Po¢etnu zraku 0 postavljamo proizvoljno na
planu sila pa zatim crtamo zraku 1 kroz tocku u kojoj se sijeku pocetna zraka 0 i pravac sile P.
Zatim nademo sjeciste zrake 1 s pravcem sile Q i kroz tu tocku crtamo zraku 2. Sada mozemo
produziti pravce zraka 0 i 2, pronademo njihovo sjeciste i kroz tu tocku prolazi rezultanta R.

Sama rezultanta nam nije potrebna za daljnje rjeSavanje zadatka, no znamo da reakcije Ra i Rg
moraju biti u ravnotezi s njom. Stoga odredimo sjeci$ta prve zrake s pravcem reakcije Ra i zadnje
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zrake s pravcem reakcije Rs te spojimo ta sjecista. Dobiveni pravac S prenesemo u poligon sila
kroz pol veriznog poligona. Time smo dobili reakcije Ra i Rs, pa o¢itamo njihove duZine i
pomocu mjerila preracunamo u veli¢inu sila.

Plan sila: Poligon sila:
P=10.0 kNQ_4 E=o0KN MI: 1cem:: 5kN
A j/ *Ir B I
.
R 20 | 25 | 25 Are e
1 1 7 1 N .
| | ! ! 8-
R R OEE B 7 a
O - T 2 Ry=145KN
[ sy \ [ - A >
TS L v Rg = 15,5 kN
| | \/' |
Rez
4.3.2. Odredivanje reakcija u leZajevima — 1. primjer
Odrediti reakcije na zadanom sustavu:
. q=20kN/m'  P=120kN
TR LYY 0
TN WAN:) C
Y 6.0 e 28 4

7 7 71

1) Analiti¢ki postupak

Zadana je greda s jednostranim prepustom. Najprije pretpostavimo orijentacije reaktivnih sila.
Mozemo ih orijentirati u skladu s koordinatnim osima, no ako moZemo, bolje je pretpostaviti
stvarnu orijentaciju reakcija. Kako je oslonac A klizni lezaj, u njemu moze postojati samo
vertikalna reakcija Ay, a s obzirom na opterecenje za ocekivati je kako ¢e biti orijentirana prema
gore. S druge strane u osloncu B, koji je nepomi¢ni zglobni lezaj, pretpostavljamo horizontalnu
Bx i vertikalnu reakciju B,. Vertikalna ¢e reakcija opet biti orijentirana prema gore, dok ¢e
horizontalna reakcija biti orijentirana udesno, suprotno od djelovanja horizontalne komponente
sile P. Nadalje, zamijenimo kontinuirano optereCenje g s koncentriranom silom Q, koja
predstavlja rezultantu djelovanja i djeluje u tezi$tu kontinuiranog optereéenja . Silu P rastavimo
na horizontalnu i vertikalnu komponentu.

|Q=2-6=12kN Py ~ P=12.0kN
[T | <

|
A B—>4T>B C PR
Azf 6.0 B,20

et

P, = P-cos30°= 10,39 kN
P, = P-sin30° = 6,0 kN
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Za odredivanje reakcija primijenimo analiticke uvjete ravnoteze. Najprije preko sume
horizontalnih sila odredimo horizontalnu komponentu reakcije B.

YF, =0
B,—P. =0
B, = 10,39 kN

Iznose vertikalnih reakcija odredujemo preko izraza za sumu momenata, najprije na toc¢ku
oslonca A pa zatim na tocku oslonca B.

ZMAZO
B, 60-Q-3,0-P,-80=0

_12,0-3,0+6,0-8,0

= 14,0 kN
y 6,0

ZMB=O
—4,°60+Q-30-P-20=0
_12,0-3,0-6,0-2,0

= 4,0 kN
Y 6,0
Na kraju provjerimo vrijednosti vertikalnih reakcija preko izraza za sumu vertikalnih sila.
2F, =0

Ay+B,—Q—-PF,=140+40-120-60=0
2) Graficki postupak

Ako zadatak rjeSavamo grafickim postupkom, uo¢imo kako imamo dvije poznate i dvije
nepoznate sile, kojima mozemo pronaci sjeciste. Stoga, kako bismo primijenili graficki uvjet
ravnoteze, moramo sustav svesti na tri sile. Navedeno mozemo napraviti tako da pronademo
rezultantu sila P i Q. Dobivena rezultanta mora se sjeci s preostalim silama (reakcijama) u istoj
tocki i zatvarati poligon sila. Odredimo sjeciSte pravaca poznatih sila, reakcije A koja mora biti
vertikalna zbog tipa leZaja i dobivene rezultante P + Q. Preostala reakcija B mora prolaziti kroz
to sjeciste i tocku oslonca. Prenesemo dobivene pravce reakcija A i B u poligon sila pa o¢itamo
njihove duzine i pomoc¢u mjerila prera¢unamo u vrijednosti reakcija.

Plan sila: Poligon sila:

P=12.0 kN MJ: 1em i 2KkN

lQ=2-6=12kN J

|

|

|

I 7 A7
| -

|

|

FANyN B p -~ C
A‘? 60 /8 2.0 "
| e Q
| /- ///
!
‘ f/ /'/
} l-/’ //
I ‘/J a
| /. P
L A A=40kN
L B=174kN
I
I
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4.3.3. Odredivanje reakcija u lezajevima — 3. primjer

E Treba odrediti reakcije na zadanom sustavu:
P=10kN
1) analitickim postupkom
o 2) grafickim postupkom.
Q'.
A o
1.0 1.0
1) Analiti¢ki postupak
B Zadani element, odnosno kosu gredu prikazimo shematski

: B, linijom koja predstavlja os zadanog elementa. Oslonac A
nepomicni je zglobni lezaj, pa u njemu nastaju horizontalna
i vertikalna reakcija A« i Ay. Oslonac B Klizni je lezaj koji

P=10kN

Q
= ima definiranu kliznu plohu u vertikalnom smjeru, $to znaci
da je sprijeCen horizontalni pomak, pa nastaje samo
horizontalna reakcija By Pretpostavimo orijentaciju
A, : navedenih reakcija 1 wupotrijebimo analiticke uvjete
ravnoteze kako bismo ih izracunali.
YE, =0
A, —P=0
A, =10,0 kN
ZM A= 0

B,-40—P-1,0=0

B-—P =2,5kN
x40 7

YF, =0
Ay —B,=0
A, =2,5kN

2) Graficki postupak

Najprije crtamo plan sila definiranim mjerilom. Uo¢imo kako imamo jednu poznatu silu i dvije
nepoznate sile od kojih jednoj znamo pravac na kojem djeluje. Stoga primjenjujemo graficki
uvjet ravnoteze koji kaze da su tri sile u ravnotezi kada se sijeku u istoj tocki i zatvaraju poligon
sila. Odredimo sjeciSte pravaca poznatih sila P i B, a preostala sila, odnosno reakcija A mora
prolaziti kroz to sjeciSte i to¢ku oslonca. Time smo dobili pravac reakcije A, pa prelazimo u
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poligon sila. Nacrtamo poznatu silu P u skladu s definiranim mjerilom te u poligon sila
prenesemo pravce preostalih sila A i B (paralelno, pomoc¢u dvaju trokuta).

Kada smo odredili trokut sila koji zatvaraju pravci P, A i B, odredimo orijentacije reakcija te
o¢itamo njihove duzine i pomocu mjerila prera¢unamo u vrijednosti reakcija A i B. Na kraju
prenesemo orijentacije reakcija u plan sila.
Plan sila: Poligon sila: MJ: Tem:: 1m
B lem:: 2 kN

Pl /A O¢1tano:
A=103kN
B=25kN

4.3.4. Odredivanje reakcija u leZajevima — 4. primjer

Pz“&) Treba odrediti reakcije na zadanom
g =3.0KN/m' sustavu:
P_y‘_l FLilili]] LE 1) analitickim postupkom
\ 5.0 .
4 ~ 2) grafi¢kim postupkom.
1) Analiti¢ki postupak
Pretpostavimo reakcije i upotrijebimo
P=10kN analiticke uvjete ravnoteze. Kontinuirano
opterecenje ¢ nije na skici zamijenjeno s
—q=3.0kN/m' = koncentriranom silom Q, no u proradunu
/
A/H FTTTTTTTT71]B radimo s tom silom Q = q - 5,0, koja djeluje
T »/—ﬁ Bx u teziStu kontinuiranog opterecenja (.
Ay.l‘ 5.0 By
YF, =0
—B,+P=0
B, = 10,0 kN
ZMA = 0

B,-50—-P-20-q-50-25=0

5 - 10,0-2,0+3,0:5,0-2,5
vy 5,0

=11,5kN
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ZMB=O
—A,-50—P-20+9-50-25=0

_ —10,0:2,0+3,0:50-2,5
yo 5,0

=3,5kN

2) Graficki postupak

Prilikom rjeSavanja zadatka grafickim postupkom moramo kontinuirano optereéenje (
zamijeniti s koncentriranom silom Q = g - 5,0 = 15,0 kN, koja djeluje u tezistu kontinuiranog
opterecenja . Uoc¢imo kako imamo dvije poznate i dvije nepoznate sile, kojima mozemo
pronaci sjeciste. Stoga, kako bismo primijenili grafi¢ki uvjet ravnoteze, moramo sustav svesti
na tri sile. Navedeno mozemo napraviti tako da pronademo rezultantu sila P i Q. Dobivena
rezultanta mora se sjeci s preostalim silama (reakcijama) u istoj tocki i zatvarati poligon sila.
Odredimo sjeciste pravaca poznatih sila, reakcije A koja mora biti vertikalna zbog tipa lezaja i
dobivene rezultante P+Q. Preostala reakcija B mora prolaziti kroz to sjeciste i to¢ku oslonca.
Prenesemo dobivene pravce reakcija A i B u poligon sila pa o¢itamo njihove duZine i pomoéu
mjerila preraCunamo u vrijednosti reakcija.

Ml:1lem:: Im
lem:: 2.5kN

Oc¢itano:
A=35kN
B=15.2kN

4.3.5. Odredivanje reakcija u leZajevima — 5. primjer

P =10 kN Treba odrediti reakcije na zadanom sustavu analitickim
postupkom.

QA 60°
% 3.0 ’

I il

Najprije moramo pretpostaviti reakcije kako bismo ih izracunali. Kako je oslonac A upeti lezaj,
moramo pretpostaviti horizontalnu Ay i vertikalnu reakciju Ay i moment upetosti Ma. Ispravnu
orijentaciju reakcija dobivamo tako da zamislimo kako oslonac na tren dopusta sprijeceni
pomak, utvrdimo u kojem smjeru bi se pritom pomaknula ili zarotirala tocka oslonca, pa ¢e
reakcija djelovati u suprotnom smjeru. Silu P rastavimo na komponente Py i Py, pa moZzemo
izraCunati reakcije upotrebom analitickih uvjeta ravnoteze.
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P, =P -cos60°=5,0kN

P, = P sin60° = 8,66 kN

P=10kN
M >\1
/— A 60°

A 3.0 )
Ay 1
P,—A,=0 A,—P,=0
A, =P, =50kN A, =P, =8,66 kN
ZMA == O

My—P,-30=0

M, =8,67-3,0=26,0kNm

4.3.6. Odredivanje reakcija u lezajevima — 6. primjer

P=10kN

T Treba odrediti reakcije na zadanom sustavu:
2 1) analitickim postupkom

2) grafickim postupkom.
C;
= A B C
. 20 10, 3.0 .

1) Analiti¢ki postupak

Zadano tijelo u ravnini je pridrzano s trima vezama i osloncima A, B i C. Kako veze mozemo
smatrati Stapovima, zakljucujemo da u osloncu A i C mogu postojati samo vertikalne reakcije,
dok u osloncu B postoje vertikalna i horizontalna reakcija.

P=10kN Kod ovakvog zadatka bitno je krenuti s izracunom
¥ na ispravan nacin kako si ne bismo nepotrebno
zakomplicirali daljnji rad. Uo¢imo kako je zadana

po horizontalna sila P, a samo u osloncu B imamo
horizontalnu komponentu reakcije, pa jednostavno

4 dolazimo do vrijednosti reakcije B.. Nadalje, kako
e c  sevez, odnosno §tap, u osloncu B prikljucuje pod

kutom 45°, vrijednosti horizontalne i vertikalne
, komponente reakcije B moraju biti jednake.
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4. Ravnoteza krutog tijela u ravnini

Kontrola prora¢una:

2) Graficki postupak

YE, =0
P-B,=0
B, =P =10,0 kN

B, = B, = 10,0 kN

ZMA=0
B,+3,0+Cy 60—P:40=0

_ —10,0-3,0+10,0-4,0

= = 1,67 kN
6,0

y

ZMCZO
A, -60—B,-30—P 40=0

_10,0-3,0+10,0-4,0

= 11,67 kN
6,0

y

YF, =0
B, +Cy,—A, =10+1,67 — 11,67 =0

Imamo jednu poznatu i tri nepoznate sile kojima znamo pravac na kojem djeluju, pa zadatak
rjeSavamo primjenom Culmannove metode. Na planu sila odredimo sjeciste sile P s pravcem
reakcije C te tu tocku spojimo sa sjeciStem reakcija A i B. Time smo dobili Culmannov pravac
(oznacen s C.P.), koji zajedno sa silom P prenosimo u poligon sila. Zatim prenesemo pravac
reakcije C i zatvorimo trokut sila P i C s Culmannovim pravcem. Zatim prenosimo pravce
reakcija A i B iz plana u poligon sila te pomocu definiranog odsjecka na Culmannovu pravcu
zatvaramo poligon sila. Time smo dobili kona¢ni oblik poligona sila, s orijentacijama sila koje
prate jedna drugu pocevsi od zadane sile P. Na kraju na poligonu sila o¢itamo dobivene reakcije
i pomocu definiranog mjerila odredimo njihove vrijednosti te prenesemo orijentacije reakcija A,
B i Cnaplansila.

Plan sila: Poligon sila:
P=10kN MJ: lem::1m
+ — lcem:: 2kN
o T ~CF P _
® AN C -
N
N
~N
4\( =
o A
L A B C
AN VAN A=11,8kN
lA 8 1\: B=142 kN
Y 20 .10, 3.0 ) C=16kN
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5. Unutarnje sile

5.  Unutarnje sile

5.1. Opcenito o unutarnjim silama

U statickoj analizi konstrukcija prvi je korak razumijevanje kako optereéenje djeluje na konstrukcijske
elemente. To opterecenje u mehanici nazivamo akcijom. Da bi konstruktivni element ostao u mirovanju
(ravnotezi), na osloncima moraju djelovati reakcije koje ponistavaju djelovanje akcije.

Kada su akcije i reakcije medusobno uravnotezene, tj. kada su zadovoljeni uvjeti ravnoteze, tada je i
sam element u ravnoteznom stanju. Ovo je prvi i temeljni uvjet stabilnosti svakog konstrukcijskog
elementa. Ako je taj uvjet ispunjen za sve pojedinacne elemente, tada mozemo reci da je i cijela
konstrukcija u ravnotezi.

Ali to nije dovoljno. Drugi kljuéni uvjet koji svaki konstruktivni element mora ispuniti je nosivost —
njegova sposobnost da bez oSte¢enja ili loma podnese naprezanja koja nastaju uslijed djelovanja
optere¢enja. Opterecenje uzrokuje deformacije elemenata, a unutar materijala se razvijaju naprezanja.
Element mora, zahvaljuju¢i svojim geometrijskim i materijalnim karakteristikama, biti sposoban
»prenijeti” opterecenje na svoje oslonce kako bi se ravnoteza uopée mogla ostvariti. Drugim rijeCima,
nastalo naprezanje mora biti manje od ¢vrsto¢e materijala jer bi u suprotnom doslo do loma.

Kako bismo razumjeli raspodjelu sila unutar konstrukcije, u analizi se ¢esto koristimo postupkom tzv.
mentalnog presjeka — zamisljamo da ,,rezemo® element na dva dijela i analiziramo jedan od njih.
Klju¢no je da i taj izrezani dio mora ostati u ravnotezi. To je moguée samo ako se u mjestu presjeka
pojave unutarnje sile koje nadomjestaju utjecaj uklonjenog dijela konstrukcije.

Slika 5.1. Izolacija dijela konstrukcije za analizu — nacelo ,, rezanja *

No, ne mozemo samo fizi¢ki ,,odrezati“ dio konstrukcije i zakljuciti da je sve u ravnotezi. Klasi¢an
primjer s gredom i osobom koja reze granu na kojoj sjedi ilustrira da su pojedini dijelovi u ravnoteZi
samo dok su povezani (slika 5.2.). Odrezani dijelovi su se ,,drzali* zajedno, ali su rezanjem veze izmedu
njih presjecene. Prema tome, ravnotezno stanje odabranog dijela konstruktivnog elementa moze biti
ostvareno tek s veznim silama u presjeku koje predstavljaju utjecaj uklonjenog dijela. Kad se veza
presijece, pojavljuje se reakcija koju smo zanemarili — u ovom slu¢aju, osoba pada. Time zaklju¢ujemo
da mehani¢ka veza izmedu dijelova konstrukcije mora biti zamijenjena silama u presjeku koje
predstavljaju utjecaj odvojenog dijela.
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5. Unutarnje sile

|

Slika 5.2. Reze granu na kojoj sjedi — gubitak ravnoteze zbog prekida mehanicke veze

Te se sile nazivaju unutarnje sile i njihov to¢an raspored i poloZzaj mogu biti razli¢iti. Ako te sile u
presjeku zamijenimo rezultantom, ocito je da ona moze biti u bilo kojoj tocki presjeka i pod bilo kojim
kutom djelovanja. Zelimo li da nam rezultanta sila u presjeku bude kriterij za ocjenu nosivosti, jasno da
je gotovo nemoguce uspostaviti jedinstveni kriterij za beskonac¢an broj mogucih rjeSenja za rezultantu.
Iz tog razloga svodimo rjeSenje na unaprijed odabranu to¢ku presjeka: njegovo teziSte. Paralelnim
»premjestanjem‘ rezultante u teziste veli¢ina sile ostaje ista, ali zbog postojanja kraka izmedu stvarnog
polozaja sile i teziSta ekvivalentno rjeSenje dobivamo tek kada u tezistu uz silu postoji i moment jednak
umnosku rezultante i njezine udaljenosti od tezista (kraka).

Dakle, radi prakti¢nosti u analizi, sve sile koje nastaju u presjeku svodimo na jednu rezultantnu silu i
pripadaju¢i moment u tocki koju definiramo kao teZiSte presjeka.

Zasto u tezistu? Jer je to matematicki i konceptualno najprikladnije mjesto koje nam omogucuje
standardiziranu analizu — sve sile koje nisu u toj tocki mozemo ,,preseliti tamo ako im dodamo
odgovaraju¢i moment. Taj moment nadoknaduje efekt kraka izmedu stvarnog polozaja sile i tocke
analize.

Slika 5.3. Ravnotezno stanje uz silu i moment u teZistu presjeka

Alternativno, mozemo u teziSte presjeka dodati dvije jednake i suprotno usmjerene sile (koje se
medusobno ponistavaju). One ne mijenjaju ukupnu silu, ali omoguéuju da se sila analizira kao
kombinacija rezultantne sile i momenta u to¢no odredenoj tocki.
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5. Unutarnje sile

Rezultantna sila tada se rastavlja na dvije osnovne komponente:
e komponentu uz os elementa — zovemo je uzduzna ili normalna sila (N)
e komponentu okomitu na os — zovemo je popre¢na sila (V).

Moment koji djeluje u ravnini presjeka nazivamo moment savijanja (M).

Ove tri veli¢ine — N, V i M — ¢ine osnovne unutarnje sile. One u potpunosti opisuju kako se optereéenje
prenosi kroz presjek nekog konstrukcijskog elementa.

Slika 5.4. Unutarnje sile u presjeku elementa: N — uzduzna, V — poprecna, M — moment savijanja

Unutarnje sile odrzavaju ravnotezu promatranog dijela konstrukcije. Njihove vrijednosti odreduju se
primjenom uvjeta ravnoteze na ,,izrezani“ dio. Ovisno o tome promatramo li lijevu ili desnu stranu
presjeka, orijentacija i oznake sila se mijenjaju. Primjerice, ako analiziramo lijevu stranu, desnu
zamjenjujemo s odgovaraju¢im unutarnjim silama: Np, Vb, Mp. Ako promatramo desnu stranu,
uvodimo N, Vi, M. Buduéi da je rije¢ o medusobno povezanim dijelovima konstrukcije, unutarnje
sile na obje strane presjeka (analizirana i ,,odba¢ena“ strana) takoder moraju biti medusobno u ravnotezi,
tj. unutarnje sile u presjeku moraju biti:

- jednake po veli¢ini,
- suprotno usmjerene.

Slika 5.5. Unutarnje sile na lijevoj i desnoj strani zamisljenog presjeka — medusobna ravnoteza
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5. Unutarnje sile

5.2. Pravila za odredivanje i crtanje dijagrama unutarnjih sila

Za svaku unutarnju silu (N, V, M) postoji presjek u kojem ta sila postiZze svoju maksimalnu vrijednost.
Taj presjek nazivamo mjerodavnim za tu silu jer odreduje koliko mora biti otporan materijal, kakav
mora biti presjek, itd.

Kako bismo pronasli te mjerodavne vrijednosti, koristimo se dijagramima unutarnjih sila. To su
graficki prikazi koji prikazuju kako se odredena sila mijenja duz duljine konstrukcijskog elementa.

Za izradu dijagrama unutarnje sile raunamo u nekoliko karakteristi¢nih presjeka, najcesce:
e naosloncima
e namjestima gdje djeluju koncentrirane sile ili momenti
e namjestima gdje se mijenja poprecni presjek elementa.

Dobivene vrijednosti prikazuju se u mjerilu:

e uzduzna sila - N(X) i popre¢na sila — V(x) crtaju se okomito na uzduznu os elementa —
pozitivne iznad, negativne ispod

e moment savijanja — M(X) se uobiéajeno crta ispod osi elementa kada je pozitivan (otvara
element prema gore).

Za pravilno razumijevanje i crtanje dijagrama, posebno je vazno razumjeti vezu izmedu opterecenja,
poprecne sile i momenta i njihove matematicke odnose. ,,Izrezemo* li mali segment (duljine dx) nosaca
saslike 5.6.,1s dM i dV oznaéimo promjenu veli¢ine momenta savijanja i popreéne sile izmedu lijevog
i desnog presjeka te postavimo uvjete ravnoteZe za taj segment, slijedi da je promjena poprecne sile dV
na duzini dx jednaka intenzitetu opterecenja i da je promjena momenta dM jednaka veli¢ini poprecne

sile.
P
P b
H
AR VATR AR O AR (i)™

. _i L' —> vﬂ }lvuiv

? _;'«.,é_dx 4’.5-' m ra&. todka

Slika 5.6. Odnos izmedu optereéenja, poprecne sile i momenta

Prethodno navedeno i prikazano na slici 5.6. matematicki Se moze napisati:

D> F, =0 (5.1)
V-(V+dV)-q-dx=0 (5.2)
-dV =q-dx (5.3)
dV /dx=—q (5.4.)
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5. Unutarnje sile

> M=0 (5.5.)
M-(M+dM)+V-dx—qg-dx-dx/2=0 (5.6.)
—dM +V -dx—q-(dx)*/2=0 (5.7.)
—dM +V -dx=0 (5.8.)
dM /dx =V (5.9))

Pojednostavljenim matematickim jezikom moZemo reéi da je opterecenje derivacija (odnosno
promjena) poprecne sile, dok je poprecna sila derivacija momenta savijanja:

- opterecenje je derivacija popreéne sile: dV /dx=-q(x) (5.10)
- popretna sila je derivacija momenta:  dM /dx=V(X). (5.11)
Kako nam to pomaze pri crtanju dijagrama unutarnjih sila?
Ako znamo kako se funkcije ponasaju pri deriviranju, mozemo zakljuciti sljedece:
e derivacijom parabole dobijemo pravac
e derivacijom pravca dobijemo konstantu
e derivacijom konstante dobijemo nulu.
Na temelju toga mozemo reci:

e ako je opterecenje konstantno (npr. ravnomjerno), tada ¢e se poprecna sila mijenjati linearno,
a moment savijanja paraboli¢no

e ako na dijelu nosa¢a nema opterecenja (q = 0), tada je popre¢na sila konstantna, a moment
se mijenja pravocrtno.

Sto je veéi intenzitet optereéenja, brze se mijenja popreéna sila, odnosno nagib dijagrama sile je veéi.
Sli¢no tome, vec¢a popreéna sila uzrokuje brZzu promjenu momenta, $to zna¢i da je nagib tangente

dijagrama momenta izrazeniji.

Na mjestu djelovanja koncentrirane sile (vanjske sile ili reakcije), u dijagramu poprecnih sila uvijek
se javlja skok jednak veli¢ini te sile. U dijagramu momenta savijanja na istom se mjestu pojavljuje
lom — zbog promjene vrijednosti poprecéne sile s lijeve i desne strane presjeka mijenja se nagib pravca
momentnog dijagrama.

Prethodno navedeno dodatno je prikazano u tablici 5.1. i na slici 5.7.

Tablica 5.1. Veza izmedu opterecenja, poprecne sile i momenta savijanja

Optereéengje (q) ili (Q) Poprecéna sila (V) Momenti savijanja (M)

g = 0 (nema opterecenja) konstantna mijenja se pravocrtno

g = konst. (ravnomjerno optere¢enje) | mijenja se linearno mijenja se paraboli¢no

g = varijabilno (npr. trokutasto) mijenja se nelinearno mijenja se krivuljasto
koncentrirana sila (Q) skok u dijagramu lom (promjena nagiba)
koncentrirani moment (M) bez promjene skok u dijagramu momenta
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5. Unutarnje sile

\\\\\ Opt Rez lp ,-qu ,.»":Fq1 , d, ;{ q lip
DUS “ opterecenja il . | RINEEE
I
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| I
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| -
| I
| S
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tangentom

Slika 5.7. Prikaz promjene dijagrama ovisno o optereéenju - sSkok u dijagramu sile, lom u dijagramu
momenta

Zahvaljujuci ovoj analizi, moguce je brzo procijeniti koji dijelovi konstrukcije su najoptereceniji, gdje
su potrebna pojacanja i kako optimizirati oblik i dimenzije konstrukcijskog elementa.

Postupak proracuna unutarnjih sila i izrade dijagrama
1. Analiza cijelog elementa (nosaca)
o Nacrtaj skicu nosaca s opterecenjima i osloncima.

o IzraCunaj reakcije u osloncima pomocu uvjeta ravnoteze:

> F,=0, >F =0, >M=0.
2. Odabir karakteristi¢nih presjeka
o Odredi kljué¢ne to¢ke gdje se opterecenje mijenja:
= oslonci
= Kkoncentrirane sile ili momenti
* promjene u geometriji nosaca.
3. "Rezanje'" nosaca u odabranim presjecima
o Zamisli da ,,izrezeS” nosac¢ u tim toCkama.
o Promatraj lijevu ili desnu stranu.
o Uvedi unutarnje sile u presjeku:
* N —uzduZna sila
= V —poprecna sila

= M - moment savijanja

Osnove statike za arhitekte 65



5. Unutarnje sile

4. Postavljanje uvjeta ravnoteZe za izrezani dio

o Napisi jednadzbe ravnoteze za taj segment:
> F,=0, >F =0, >M=0.

o Rijesi ih i izracunaj vrijednosti N, V i M u presjeku.
5. Ponovi postupak za vise presjeka
o Po potrebi ponavljaj rezanje u vise tocaka kako bi dobio detaljniju sliku raspodjele sila.
6. Crtanje dijagrama unutarnjih sila
o Zasvaki presjek u mjerilu nacrtaj:
» dijagram uzduzZne sile (N) — okomito uz os nosaca
» dijagram poprecne sile (V) — prikazuje skokove i nagibe
= dijagram momenta savijanja (M) — parabole, pravci, lomovi.

o Postuj standardne konvencije znakova i smjerova.

U nastavku su prikazani:

1. tipi¢ni dijagrami unutarnjih sila za jednostavno optere¢enu gredu s maksimalnim
vrijednostima unutarnjih sila

—q
LAt L Staticka shema
==
L ~ Deformacijska linija
aL gL
| 2 | 2
| | 1@ Dijagram uzduznih (aksijalnih) sila
S}
| |
| |
| |
| |
gL |
2 % N@L} _%.L__@ Dijagram popre¢nih (posmicnih) sila
©

BT e Dijagram momenata savijanja
@

Slika 5.8. Primjeri dijagrama unutarnjih sila za jednostavno optereéenu gredu

Jednostavno opterecena greda najces¢i je konstrukcijski element kojim cete se koristiti u
prorac¢unima. Zato se dijagrami na slici 5.8. zajedno s izrazima nauc¢e napamet.

2. primjeri odredivanja unutarnjih sila na nekoliko konstrukcijskih elemenata pocevsi od
jednostavnijih i ¢e$c¢e koristenih prema slozenijima.
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5. Unutarnje sile

5.2.1. Odredivanje i crtanje dijagrama unutarnjih sila — 1. primjer

P=10kN Treba odrediti i nacrtati dijagrame unutarnjih sila za prikazani
60° Al
V
l

konzolni nosac.

) 3.0

Gl

1) Odredivanje reakcija

Zadana je konzolna greda opterecena koncentriranom silom. Prvi je korak u rjeSavanju zadatka
odredivanje reakcija na nacin kako je objasnjeno u prethodnom poglavlju. Rastavimo kosu silu
P na horizontalnu i vertikalnu komponentu, zatim pretpostavimo reakcije te ih izraunamo
primjenom analitickih uvjeta ravnoteze.

P, = P-cos60°=50kN —
" P| /P
P, = P -sin60° = 8,66 kN

P =10 kN sd-
/<6°° é”,) =
A

Al
g
3.0 $A

Yy
SF, =0

Ay —P,=0 - A, =P, =50kN
YF, =0
A,—P,=0 > A, =B, =866kN
SM, =0

p,-30-My,=0 - My =8,66-3,0=260kNm

2) Odredivanje unutarnjih sila

Kako bismo odredili unutarnje sile u nekom presjeku, moramo definirati njegovu poziciju. U
ovom primjeru presjek postavimo u to¢ki B, koja je na udaljenosti x od pocetka, odnosno lijevog
ruba grede. Zatim analiziramo lijevu stranu od definiranog presjeka, a sve desno od presjeka
odbacujemo i zamjenjujemo s unutarnjim silama Ny, Vx i My Unutarnje sile izra¢unamo
primjenom analitickih uvjeta ravnoteze. Kod izraCuna sume momenata racunamo moment na

tocku presjeka.
2E, =0
P =10.0 kN x
N,—P,=0 >N, =P, =50kN
60° BJ MX
A XFE, =0
V=7 Ny ”
X Vx ~V, =B, =0 -V, =—P, = —8,66 kN
S
LM =0

Prx+My=0—->M,=-866"x
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5. Unutarnje sile

Iz dobivenoga zakljuc¢ujemo kako iznos uzduzne sile N ne ovisi o udaljenosti x, odnosno ima
konstantnu vrijednost na duzini od x=0 do x=3. Isto vrijedi i za vrijednost popre¢ne sile V.
Vrijednost momenta savijanja M ovisi o udaljenosti x i mijenja se linearno (jednadzba pravca).

3) Dijagrami unutarnjih sila

Vrijednosti unutarnjih sila u rubnim to¢kama konzole prikazane se u tablici, a dijagrame izmedu
rubnih tocaka iscrtavamo prema dobivenim funkcijama, odnosno pravilima za odredivanje
dijagrama unutarnjih sila.

Xx=0,0m Xx=30m
N(x) = 5,0 5,00 kN 5,00 kN
V(x) = - 8,66 - 8,66 kN - 8,66 kN
M(x) = - 8,66-X 0,00 kNm - 26,00 KNm

Vrijednost uzduzne sile N ne ovisi 0 udaljenosti X, odnosno konstantna je duz konzole. To
odgovara pravilima za odredivanje dijagrama unutarnjih sila, s obzirom na to da izmedu rubnih
tocaka grede nema utjecaja koji bi promijenio vrijednost uzduzne sile. Sama vrijednost uzduzne
sile je pozitivna, pa je crtamo s gornje strane dijagrama. Pozitivna vrijednost uzduzne sile
odgovara vla¢noj sili u konzoli, koja je izazvana horizontalnom komponentom sile P.

Vrijednost poprecne sile V takoder ne ovisi o udaljenosti X, odnosno konstantna je duz konzole.
To odgovara pravilima za odredivanje dijagrama unutarnjih sila, s obzirom na to da izmedu
rubnih to¢aka grede nema utjecaja koji bi promijenio vrijednost poprecne sile. Sama vrijednost
poprecne sile je negativna, pa je crtamo s donje strane dijagrama. Vertikalna komponenta sile P
izaziva skok prema dolje za vrijednost Py, da bi na kraju konzole (u osloncu A) dijagram imao
skok prema gore za vrijednost Ay.

Vrijednost momenta savijanja M ovisi 0 udaljenosti X, odnosno mijenja se linearno duz grede
po jednadzbi pravca. To odgovara pravilima za odredivanje dijagrama unutarnjih sila, s obzirom
na to da izmedu rubnih to¢aka konzole nema optere¢enja. Dijagram momenata savijanja je
negativan, pa ga crtamo s gornje strane dijagrama. Kako se moze vidjeti na deformacijskoj liniji
prikazanoj na statickoj shemi, konzola se uslijed optereéenja silom P deformira prema dolje, $to
znaci da se rasteZze gornji rub grede. Dijagram momenata savijanja crtamo na vlac¢noj strani
konzole, a to je u ovom slu¢aju gornja strana, S$to se poklapa s izraCunatim vrijednostima
momenata savijanja.

P=10kN
ésjl_—,é Stati¢ka shema

3.0

[[TTT@[[[T[[]50 N Dijagram uzduznih (aksijalnih) sila

D]M -8.66 kN Dijagram popre¢nih (posmiénih) sila
|
|

\
\
\
} -26.0 kNm

Dijagram momenata savijanja
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5. Unutarnje sile

5.2.2. Odredivanje i crtanje dijagrama unutarnjih sila — 2. primjer

P=5.0kN Treba odrediti i nacrtati dijagrame unutarnjih sila.
: :
pas ras
, 20 | 3.0 .
\ 7 7

1) Odredivanje reakcija

Zadana je jednostavna greda opterecena koncentriranom silom. Kako bismo rijesili zadatak,
najprije moramo odrediti reakcije na nacin kako je objasnjeno u prethodnom poglavlju.
Pretpostavimo reakcije i izraCunamo ih primjenom analitickih uvjeta ravnoteze.

ZMAZO
P=5.0kN
By-50-P-20=0 -8, =220 oo
AH 373 4‘B y oor ’__)y_s,—o_’
AT 20 3.0 T;y SMp =0
5.0-3,0
P130-4,°50=0 >4y === 30kN

2) Odredivanje unutarnjih sila

Kada smo odredili reakcije, prelazimo na izra¢un unutarnjih sila. Kako ne bismo odredivali
dijagrame kao f(x), unutarnje sile izraCunavamo u karakteristiénim presjecima prema pravilima
za odredivanje dijagrama unutarnjih sila, a izmedu njih dijagrame crtamo prema tim istim
pravilima. Stoga su nam u ovom zadatku potrebna 4 presjeka, neposredno prije i poslije svake
od sila Ay, P i By. U nastavku je prikazan detaljan postupak izra¢una unutarnjih sila u svakom
od 4 presjeka, pri ¢emu se u svim presjecima analizira lijeva strana, dakle odbacujemo sve desno
od presjeka. Unutarnje sile izraCunamo primjenom analiti¢kih uvjeta ravnoteze te ih
oznacavamo indeksom koji predstavlja broj presjeka na koji se pojedina sila odnosi. Kod
izracuna sume momenata ne piSemo indeks na koju tocku ra¢unamo moment, no podrazumijeva
se da uvijek raCcunamo moment na tocku presjeka.

Presjek 1)

Presjek 1) rac¢unamo neposredno uz oslonac A, na udaljenosti koja je

J' M prakticki jednaka 0 m.
1
kA

V4
|~
YE, =0 YE, =0 NM =0
N, =0kN Ay =V, =0 My —A,-0=0

V, = A, =3,0kN M, = 0 kNm
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5. Unutarnje sile

Presjek 2)

Presjek 2) racunamo na udaljenosti 2,0 metra od oslonca A,

My
l’% neposredno prije sile P, no ona nije uklju¢ena u presjek.
2
Ay| Vs

"
YFE =0 YF, =0 YM =0
N, = 0 kN Ay =V, =0 M,—A,-20=0
V,=4,=30kN M, =3-2=60kNm
Presjek 3)

— resje ratunamo na udaljenosti 2,0 metra od oslonca A,
P=5.0kN Presjek 3) ra¢ dalj i2,0 d osl A

M, ) neposredno nakon sile P, pa je ona ukljucena u presjek. Kako
J’aﬂ je presjek neposredno nakon toc¢ke u kojoj djeluje sila P,
3
V3

A, njihov je razmak prakticki jednak 0 m.
20
SF =0 SF, =0 SM =0
Ns = 0 kN Ay—P—V3=0 My—A4,-20+P-0=0

Vs =3—-5=—2,0kN M;=3-2=60kNm

Uocimo kako se izmedu presjeka 2) i 3) mijenja samo iznos poprecne sile V, §to je u skladu s
pravilima za odredivanje dijagrama unutarnjih sila. Naime, tocke presjeka 2) i 3) geometrijski
Su na istom mjestu, a promjenu popre¢nih sila izaziva sila P.

Presjek 4)

M, oslonca A, neposredno prije oslonca B, pa on nije
¢9ﬂ ukljucen u presjek.
4
AvT V,

20 , 30 )

il 1 1

J’P =50kN Presjek 4) racunamo na udaljenosti 5,0 metra od

YF, =0 SE, =0 SM=0
N, = 0 kN A, —P—V,=0 My—A,-50+P-30=0
V,=3—-5=—20kN M,=3-5-5-3=0kNm

Uoc¢imo kako su momenti u krajnjim tockama 1) i 4) jednaki nuli, $to je ispravno jer su navedene
tocke krajevi grede na kojima se nalaze zglobni oslonci, a u zglobu moment uvijek mora biti
jednak nuli.
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5. Unutarnje sile

3) Dijagrami unutarnjih sila

Dijagrame crtamo temeljem dobivenih vrijednosti unutarnjih sila u presjecima 1, 2, 3i 4, a
izmedu tih presjeka dijagram iscrtavamo prema nauc¢enim pravilima.

Na dijagramu poprec¢nih sila mozemo vidjeti kako se mijenja u skladu sa silama koje djeluju
popre¢no na gredu, §to se u ovom slucaju poklapa s vertikalnim silama. Dakle, u toc¢ki A
dijagram poprec¢nih sila ima skok prema gore za 3,0 kN, $to se poklapa sa smjerom i iznosom
reakcije Ay, zatim na mjestu sile P imamo skok prema dolje za 5,0 kN i na kraju u tocki B
dijagram ima skok za 2,0 kN, §to je jednako iznosu reakcije By.

Na momentnom dijagramu vidimo kako u krajnjim toCkama imamo vrijednosti momenta
jednake nuli. Navedeno mora biti ispunjeno jer se greda u krajnjim to¢kama oslanja na zglobne
oslonce, a momenti u zglobovima uvijek moraju biti nula. Ispod koncentrirane sile P momentni
dijagram ima lom, te se lomi u skladu sa smjerom djelovanja te sile, sve prema pravilima za
odredivanje dijagrama unutarnjih sila.

Dijagrame unutarnjih sila zapoc¢injemo

lP =3.0kN prikazom zadanog sustava, sa svim
A~ -y, . B kotama i zadanim opterecenjem.
= Ispod zadanog sustava crtamo vertikalne

Zatim crtamo dijagram uzduznih sila

oznacen slovom N, kod kojeg su
O kN pozitivne vrijednosti iznad, a negativne

vrijednosti ispod osnovne linije.

\
3.0 ‘L crtkane linije ispod tocaka presjeka.
\
\
\
i
\
\
\
\

3.0 ‘ ‘ ‘ ‘@‘ ‘ ‘ ‘ 3.0 Dijagram popre¢nih  sila  oznaCen
v T8 20kNy Slovom V crtamo kao i dijagram

| uzduznih sila, dakle pozitivne vrijednosti
} iznad, a negativne vrijednosti ispod
| osnovne linije.
\
1
\

Dijagram momenata savijanja oznacen
\
W slovom M crtamo obrnuto, dakle
pozitivne vrijednosti ispod, a negativne

6.0 kKNm

vrijednosti iznad osnovne linije.

Sve vrijednosti izraunate u presjecima moraju biti unesene u istom mjerilu unutar pojedinog
dijagrama. Na dijagramima moraju jasno biti napisane vrijednosti i oznaéeni predznaci. Na kraju
dijagrame Srafiramo tankim linijama, okomito na os elementa na koji se dijagram odnosi.

5.2.3. Odredivanje i crtanje dijagrama unutarnjih sila — 3. primjer

P=12.0kN q = 6.0 kN/m’ Treba odrediti i nacrtati dijagrame
sor [ L L PP VT T TP T P L T TT] unutamiihsila
A =B
10, 6.0 20

4 I I
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5. Unutarnje sile

1) Odredivanje reakcija

Zadana je greda s obostranim prepustom, optereCena kontinuiranim opterecenjem i
koncentriranom silom. Kako bismo rijesili zadatak, najprije moramo odrediti reakcije. Prvi je
korak pretpostaviti njihov smjer, a kako bismo dobili ispravnu orijentaciju, sjetimo se da je
reakcija suprotna od akcije. Stoga ¢e vertikalne komponente reakcija djelovati prema gore, dok
¢e horizontalna komponenta reakcije, koja nastaje u nepomi¢nom zglobnom osloncu, djelovati
ulijevo, suprotno od horizontalne komponente sile P. Sada mozemo izracunati reakcije
primjenom analitickih uvjeta ravnoteZze.

P=12.0 kN q = 6.0 kN/m'
Y P, = P-cos30° =10,39 kN

N 7 i
A A, B ~ . o
A B P, =P -sin30 =6,0kN
y y
. 1.0 6.0 1 720

I
T Ed T T

YF, =0

P,—A, =0

Ay =P, = 10,39 kN

YM, =0
B,-60+P,-1,0—q-80-40=0

5 - —6,0-1,04+6,0-8,0-4,0
v 6,0

ZMB=0

=31,0 kN

P,-7,0-A4,-60+q-80:20=0

_6,0:7,0+6,0-80-2,0
yo 6,0

= 23,0kN

2) Odredivanje unutarnjih sila

Kada smo odredili reakcije, prelazimo na izraCun unutarnjih sila. Prema pravilima za
odredivanje dijagrama unutarnjih sila trebalo bi nam 6 presjeka, neposredno prije i poslije svake
od sila, no kako ¢e biti prikazano u nastavku, dovoljni su nam presjeci 1 — 4. Uz navedene
presjeke naknadno ¢emo definirati dodatni presjek za izrac¢un maksimalnog momenta.

Presjek 0)
P=12kN M Presjek 0) racunamo na pocetku grede, neposredno uz silu P, na
3(&&9 OE] udaljenosti koja je prakticki jednaka 0 m. Kako se vidi u nastavku,
0 vrijednosti unutarnjih sila u presjeku 0) i presjeku 1) razlikuju se samo u
Vo . . o . . . .
=0 vrijednosti momenta, koji je u presjeku 0) jednak nuli, §to se moze
N zakljuciti i bez racuna.
YE, =0 YE, =0 XM =0
Px+N0=O _Py_V():O PyO+M0:0
Ny = —10,39 kN Vo = —6,0kN My =0kNm
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5. Unutarnje sile

Presjek 1)
P=12kN Presjek 1) raCunamo na udaljenosti 1,0 metra od pocetka grede,
3(L¢9‘ﬁ neposredno prije oslonca A, pa reakcije Ay i Ay nisu ukljucene u presjek.
vy
LN
YE, =0 YF, =0 YM =0
Pi+N; =0 —P, =V, =0 P,-1,0+M; =0
N; = —10,39 kN V, = —6,0 kN M; = —6,0 kNm
Presjek 2)

Presjek 2) racunamo na udaljenosti 1,0 metra od pocetka grede,
neposredno nakon oslonca A, pa su reakcije Ay i Ay uklju¢ene u presjek.
Presjekom je teoretski obuhvaceno kontinuirano opterecenje g, no kako
ono djeluje na duzini od 0 metara, u¢inak tog opterecenja jednak je nuli:

SF, =0 SM =0
P,—A,+N,=0 —P,+A,—q0-V,=0 B,-1,0+M,=0
N,=1039-1039=0kN V,=-6+23=170kN M, = —6,0kNm

Presjek 3)
P=12kN g=6kN/m' Presjek 3) racunamo na udaljenosti 6,0 metra od
30" | | 9”'3 oslonca A, neposredno prije oslonca B, pa
Ag v, N3 reakcija By nije ukljucena u presjek.
A 3
Yy
’ 1.0 ¥ 6.0 i
LE, =0 LE, =0
P,—A,+N;3 =0 -P,+A4,—q-6-V;=0

N3 =1039—-1039=0kN V;=—6+23—66=—19,0kN
YM =0

P,-7—A, 6+q-6:3+M;=0
My=—6-7+23:6—66-3=—12,0kNm

Presjek 4)
M q=6kN/m'  presjek 4) ratunamo tako da analiziramo desnu stranu, pa smo
Wé’“il odbacili sve lijevo od presjeka. Na taj nacin smanjimo opseg racuna
41V, i ujedno provjerimo dosadasnji izracun, jer se vrijednost momenta u
AA;L presjeku 4 mora poklapati s vrijedno$¢u momenta u presjeku 3 (ista
tocka).
YE. =0 LE, =0 LM =0
N,=0 V,—q-2=0 -M,—q-2-1=0

V,=6-2=12,0kN M, = —12,0 kNm
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Presjek 5)

5

Maksimalni moment

5 V

SF, =0

Vs—q-0=0
Vs =0 kN

Presjek 5) nije nuzan za izracun jer se on nalazi na samom kraju grede.
Presjekom je obuhvaéeno samo kontinuirano optereé¢enje g, no kako
ono djeluje na duzini od 0 metara, ucinak tog opterecenja jednak je
nuli:

YM =0
~Ms—q-0-0=0
Mg = 0 kNm

Maksimalni moment raCunamo na mjestu nultocke dijagrama

poprecnih sila. Tu to¢ku pronalazimo preko slicnosti trokuta:

v=17.0 l',;1=(;|(N
Gm
17/6=2.83 a 7Y r.xr 2,83
= =L, = — - =—=—=2,
X m 10" x X PRl m
M= bz q=6kN/m" 0

3) Dijagrami unutarnjih sila

EMmax
v

Mpay = —6-3,83+23-283—-6-2,83-2,83/2

= 18,08 kNm

Dijagrame crtamo na nacin kako je objasnjeno u prethodnom zadatku.

P=12.0kN q=6.0 kN/m'’
o™ .
AT )
1.0, 6.0 20

801D |
lww
| x=17/6=2.83m | -19.0 kN

1
!
|

|
[™] }/qi\‘”’

sl

Mnax=18.08 kNm

Na dijagramu uzduznih sila
mozemo vidjeti kako se
uzduzna sila javlja izmedu
tocaka gdje djeluje sila P i
oslonca A. Navedeno mora
biti tako jer na tim
mjestima djeluju jedine sile
koje imaju horizontalnu
komponentu, §to se po
smjeru djelovanja poklapa
s uzduznom silom u gredi.
Nadalje, navedene sile
djeluju jedna prema drugoj,
dakle izazivaju tlacnu siluu
gredi, a tlak uvijek
oznatavamo s negativnim
predznakom.
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5. Unutarnje sile

5.2.4.

2.0

Na dijagramu poprecnih sila mozemo vidjeti kako se mijenja u skladu sa silama koje djeluju
poprecno na gredu, Sto se u ovom slucaju poklapa s vertikalnim silama. Dakle, na mjestu sile P
dijagram poprecnih sila ima skok prema dolje za 6 kN, $to se poklapa sa smjerom i iznosom
vertikalne komponente sile Py, a zatim na mjestu oslonca A imamo skok prema gore za
vrijednost 6 + 17=23,0 kN, $to je jednako iznosu reakcije Ay. Nakon toga dijagram linearno pada
na dijelu gdje je greda opterecena kontinuiranim opterecenjem, a promjena 17 + 19 = 36,0 kN
jednaka je opterecenju koje nastaje na toj duzini: q-6 = 36,0 KN. Zatim imamo skok prema gore
za iznos koji je jednak reakciji By, da bi nakon toga dijagram linearno padao do krajnje
vrijednosti koja je jednaka nuli. Kako je kontinuirano optereéenje q istog iznosa na dijelu
izmedu oslonaca A i B, kao i na desnom prepustu, dijagram poprecnih sila na tim je dijelovima
paralelan.

Na momentnom dijagramu vidimo kako u krajnjim to¢kama imamo vrijednosti momenta
jednake nuli, a iznad oslonaca imamo lomove koji nastaju od reakcija kao koncentriranih sila.
Na lijevom prepustu dijagram je pravac jer na tom dijelu nema opterecenja izmedu sile P i
oslonca A. Izmedu oslonaca A i B te na desnom prepustu momentni dijagram je parabola, koju
crtamo kako slijedi.

Parabolu konstruiramo tako da od najnize tocke, gdje rubna tangenta
Tangente za mora biti horizontalna, nacrtamo horizontalnu duzinu do tocke koja

konstrukciju
parabole:

se nalazi tocno ispod najvise tocke parabole. Zatim iz najvise tocke
parabole nacrtamo kosu duzinu koja prolazi kroz poloviste
horizontalne linije. Dobivene dvije duzine (horizontalna i kosa)
predstavljaju rubne tangente krivulje. Kako bismo dobili dodatne
123 tangente, podijelimo dvije rubne tangente na proizvoljni broj
dijelova, numeriramo ih i spojimo kako je prikazano na slici.

Odredivanje i crtanje dijagrama unutarnjih sila — 4. primjer

— Treba odrediti i nacrtati dijagrame unutarnjih
<HOKN sila.
g=12,0kN/m'’ \LPZSKN
MUV IL )]
L A - B
* 6.0 » 2.0 "

1) Odredivanje reakcija

ﬁgkN Prvi je korak u rjeSavanju zadatka
odredivanje reakcija prema poznatim

g q=12,0kN/m’ ¢P=8kN pravilima. Pripazimo na razliku izmedu
1":“ DUl i: | - oslonca A, koji je klizni i ima samo

T 6.0 B ‘b 20 , vertikalnu reakciju Ay, i oslonca B koji je

1A, 1B, g nepomican, pa nastaju horizontalna By i

vertikalna reakcija B,.
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YE, =0
B,—P=0

B, =P =10,0 kN

SM, =0
B,"60+P:20-q-60-30-P 80=0

g _T10-2+12-6-3+10-8
y - 6,0 - )

ZMB=O

P-20-4,-60+q-60-30-P-20=0

~10°2412-6-3-10-2
yo 6,0

= 36,0 kN

2) Odredivanje unutarnjih sila

Kada smo odredili reakcije, prelazimo na izracun unutarnjih sila. Prema pravilima za
odredivanje dijagrama unutarnjih sila postavljamo presjeke 1 — 4. Presjeci neposredno uz sile P
nisu nuzni jer prema poznatim pravilima znamo S$to se i kako mijenja od unutarnjih sila od
obliznjeg presjeka do samog kraja grede. Sjetimo se da ako nema optere¢enja na nekom
segmentu grede, nema ni promjene uzduznih i popre¢nih sila. Jedino $to se mijenja moment je
savijanja, za koji znamo da na slobodnom kraju grede mora iznositi 0.

Kako ne bismo stalno pisali izraze ravnoteze, mozemo preskociti taj korak i direktno pisati ¢emu
je jednaka pojedina sila. Pri tome moramo paziti na predznak ovisno o orijentaciji pojedine sile.
Ako se prisjetimo kako je ravnoteZa ispunjena kada su sile suprotno orijentirane, onda mozemo
uvesti pravilo da je pojedina sila pozitivna ako je orijentirana suprotno od sile koju trazimo, dok
¢e biti negativnog predznaka ako su iste orijentacije.

Presjek 1)

P=10kN Presjek 1) ratunamo neposredno iznad oslonca A. Presjekom je
obuhvacen vertikalni prepust grede, a odbaceno sve ispod, odnosno desno

Q
o v od njega. Unutarnje sile orijentiramo prema pravilima kada odbacujemo
- desni dio grede. Obratimo pozornost na to da je sada uzduzna sila N u
My smjeru osi grede, dakle vertikalna, dok je popre¢na sila okomito na os

Ny grede, dakle horizontalna.
N1:0 V1=_P M1=_P'2,0
V; = —10,0 kN M, =-10-2,0=-20,0 kNm
Presjek 2)

P=10kN Presjek 2) raCunamo neposredno uz oslonac A, na horizontalnom dijelu

o grede. Stoga su sada unutarnje sile orijentirane kako je uobicajeno kada je
ol M, greda horizontalna.
7.
N2
N, =P V,=A4A, M, =—-P-2,0
N, = 10,0 kN V, = 36,0 kN M, =—-10-2=-20,0 kNm
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q—12 OkN/m

Presjek 3)
P=10kN
o
N
RN

A 6.0

.

Presjek 3) racunamo na udaljenosti 6,0 metra od
oslonca A, neposredno prije oslonca B. Pripazite
da ne ukljucite u analizu horizontalnu reakciju By,
jer iako je ona prikazana lijevo od oslonca B,
njezino je hvatiste u tocki oslonca B i nije

Ay1 Vs obuhvaceno ovim presjekom.
N3 =P Vs=A4,—-q"6,0 M;=A,-6—-P-2—q-6-3
N3 = 10,0 kN V3 =36—-12-6 M;=36-6—-10-2-12-6-3
V3 = —36,0 kN M; = —20,0 kNm
Presjek 4)

T;J,P =8kN

Presjek 4) racunamo tako da analiziramo desnu stranu, pa smo
odbacili sve lijevo od presjeka. Na taj na¢in smanjimo opseg rauna
i ujedno provjerimo dosadasnji izracun, jer se vrijednost momenta
u presjeku 4 mora poklapati s vrijednos¢u momenta u presjeku 3

(ista tocka).
N4 = 0 V4 = P
V, = 10,0 kN
3) Dijagrami unutarnjih sila
P=10kN
o ' —_
N —9=12,0kN/m P=8kN
I \|I
A T
¥ 6.0 . 20 ,
\
|
10.0 kN
e ] 1
\
= | \
< |36.0kN }
E |
\
10.0
L
| |
&=36!12=3.0mw\
-36.0

-20.0f

H
gtd
1
N
o
o

M, =—P-2,0
M, =—10-2 = —20,0 kNm

Dijagrame crtamo na nacin kako je objasnjeno u
prijasnjim zadatcima. Pripazimo da dijagrame
crtamo i Srafiramo okomito na os elementa na
kojem prikazujemo unutarnje sile.

Na dijagramu uzduznih sila mozemo vidjeti kako
se uzduzna sila javlja samo izmedu oslonaca A i
B. To je ispravno jer je izaziva sila P (koja se
prenosi po vertikalnom segmentu grede kao
poprecna sila), a suprotstavlja joj se horizontalna
komponenta reakcije B.

Na dijagramu poprecnih sila moZemo vidjeti
kako se mijenja u skladu sa silama koje djeluju
popre¢no na gredu. Najprije sila P izaziva skok
dijagrama ulijevo, da bi dalje dijagram bio
konstantan na vertikalnom segmentu grede jer na
tom dijelu nema optere¢enja. Na horizontalnom
segmentu grede imamo skok u smjeru i iznosu
reakcije Ay, nakon toga dijagram linearno pada na
dijelu gdje je greda optereCena kontinuiranim
optere¢enjem . Na mjestu oslonca B dolazi do
skoka u smjeru i iznosu reakcije By, nakon Gega
je dijagram konstantan do kraja grede (nema
opterecenja), gdje ga sila P vraca u 0.
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Na momentnom dijagramu vidimo kako u krajnjim to¢kama imamo vrijednosti momenta
jednake nuli, a na mjestima oslonaca A i B imamo lom koji nastaje od koncentriranih sila,
odnosno reakcija u navedenim osloncima. U toc¢ki A, gdje se greda ,,lomi* izmedu vertikalnog
i horizontalnog segmenta, moment mora biti jednak i crtan na istoj strani, $to je prikazano
crtkanim isjeCkom kruznice. Na dijelu dijagrama gdje nema optereéenja, dijagram je pravac, a
na dijelu gdje djeluje kontinuirano opterecenje g, momentni dijagram je parabola koju crtamo
prema pravilima objasnjenim u prethodnom zadatku.

Maksimalni moment ra¢unamo na mjestu nultocke dijagrama popre¢nih sila. Tu tocku
pronalazimo preko sli¢nosti trokuta, kako je objasnjeno u prethodnom zadatku.

_ V36,0
2 g=12,0kN/m’ ’
ﬁm;l\ﬂmax Mmax:Ay'x—P'Z,O—Q'x'X/Z
N 3.0 Jv Mpax = 36,0+3,0 —10,0-2,0 — 12,0-3,0 - 1,5

My = 34,0 kNm

5.2.5. Odredivanje i crtanje dijagrama unutarnjih sila — 5. primjer

£2=10,OKN Treba odrediti i nacrtati dijagrame

O 7 unutarnjih sila.
| _/ -
N

,20 , 40 40 20,

1) Odredivanje reakcija

. l’rl CF?LOKWTH l l‘LPFZO:OkN 60>§Z:10’OKN Prvi je korak u rjeSavanju
C B : zadatka odredivanje reakcija
o T prema poznatim pravilima.
B
Al <t

L 20 A 4.0 . 4.0 L 20 ,
L4 1AV 7 Ed

LE. =0

PZX' - AH = O

Ay = 10,0 - cos60° = 5,0 kN
ZMAZO
B-80—q-60-1,0—P, 40— Py 20— Py, -10,0 =0

B_8-6-1+20-4+10-cos60°-2+10-sin60°-10

= 28,08 kN
8,0
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EMB=0
q-60:7,0+ Py 40—Ay-2,0— Ay -80—Py,-20=0

_8:6-74+20-4—-5-2—-10"sin60°-2

A, = = 48,58 kN
v 8,0

2) Odredivanje unutarnjih sila

Kada smo odredili reakcije, prelazimo na

Q= ' |P=20,0kN P>=10,0kN N o
T L’/./l lcf ?iolki\lm 1 L so}\z izracun unutarnjih sila. Prema pravilima za
° c* B> odredivanje dijagrama unutarnjih sila
o ‘ B trebamo postaviti presjeke neposredno prije
“ . . . -
26“\*46»&40 40 - i poslije svake od sila, odnosno na mjestu
S + : A promjene opterecenja i promjene geometrije
grede. Tako dobivamo presjeke 1 — 6, dok
presjeke na samom pocetku i kraju grede ne
radimo.
Presjek 1)
Is g=8,0kN/m' Presjek 1) racunamo neposredno prije oslonca A, analizirajuci lijevi
DI m, prepust grede.
2.0 lv1 1
N; =0
Vi=—q-20=-8-2=16,0kN
My =-q-20-20/2=-8-2-1=-16,0kNm
Presjek 2)
q=8,0kN/m'’ Presjek 2) raCunamo neposredno nakon oslonca A i unutarnje su sile
Uﬁ[ﬂ N orijentirane u skladu s lokalnom osi segmenta grede izmedu to¢aka

— Q:*l AicC.

2.0 JI!
Ay

t 20 26°33'54"
= —— =
ga 20 a

Ny =(q-20)x + Apx — Avx

N, =8,0-2,0-sina + 5,0 -cosa —48,58-sina
N, = —10,10 kN

V,==(q-2,0), + Ay, + Ay,
V,=-8,0-2,0-cosa+5,0-sina + 48,58 cosa
V, = 31,38 kN

M, =—-q-2,0-1,0=-16,0 kNm
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Presjek 3)

~g=8,0kN/m' Presjek 3) racunamo neposredno prije to¢ke C i unutarnje su

sile orijentirane u skladu s lokalnom osi segmenta grede
1izmedu tocaka A i C.

~

Ay

Presjek 4)

t 20 26°33'54"
= —_— - =
ga 20 a

)

N3 = (q ’ 6r0)x + AH,x - AV,x

N; =8,0:6,0 sina + 5,0 -cosa —48,58sina

N; = 421 kN

V3 =—(q60), + Ay, + Ay,

V3 =-80-60-cosa+5,0-sina + 4858 cosa

Vs = 2,75 kN

M3=Av'4‘,O+AH'2,0_q'6,0'3,0
M; =4858-44+5-2—-8-6-3=60,32kNm

~q=8,0kN/m'  |P=20,0kN

Presjek 4) ratunamo neposredno iza tocke C, na
horizontalnom dijelu grede CB.

N, = Ay =50kN
V,=Ay—q-60—P
= 48,58 —8-6—20 = —19,42 kN
My=Ay 40+A4y-20—q-60-30
=4858-4+5-2—8-6-3 =6032kNm

Presjek 5) racunamo neposredno prije oslonca B.

Ns = Ay = 5,0 kN

Vs=A,—q-60—P;
=4858—-8-6—20=—-1942 kN

Ms=Ay-80+A4,-20-q-6,0-7,0—P; 4,0

=4858:-8+5:2—-8:6-7—-20-4=-1736 kNm

V|
EI Vi )
e
4 20 J? A”4.o ;
Ay
Presjek 5)
~q=8,0kN/m'  |P=20,0kN
RN REREER NN
2I Vs
<
204 Mo w0
L 1Av +
Presjek 6)

NG
2.0

P»=10,0kN
Mg ; TVS 50?,‘}

Presjek 6) racunamo neposredno iza oslonca B, tako da analiziramo
desnu stranu.

Ng = P, - cos60° = 10-cos 60° = 5,0 kN

Ve, = P, -sin60° = 10 - sin 60° = 8,66 kN

Mg = —P, -sin60°-2,0 =-17,32 kNm
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5. Unutarnje sile

3) Dijagrami unutarnjih sila

8 0kN/m' P=20,0kN P,=10,0kN  Dijagrame crtamo na nacin
l’ LT 607 kako je objasnjeno u

| prijasnjim zadatcima.

: Pripazimo da dijagrame

: crtamo i Srafiramo okomito

50 ! na os elementa na kojem
- 73 - - - -

i prikazujemo unutarnje sile.

2.0

|

: Dijagram uzduznih sila
: lijevo od oslonca A jednak
i5-° je nuli, u to¢ki A ima skok
| uslijed djelovanja reakcije
: A, a zatim se linearno
|
|
|
|
|
|
|
|

7
|
|
|
|
A n
[T T T T T T eI T T ITIT]

\
\
\
\
!
\
\
!
\
} mijenja izmedu tocaka A i
| C, uslijed djelovanja
} kontinuiranog optereéenja
} g. Od tocke C nadesno do
\

!
!

!

!

!

!

!

|

} kraja grede uzduzna sila je
9 1° @189 konstantna i  jednaka
horizontalnoj komponenti
sile P.

|
|
} : Dijagram poprecnih sila
} : mijenja se sukladno silama
} : koje djeluju poprecno na
! [ gredu. Najprije dijagram
| linearno pada na dijelu
' gdje je greda opterecena
kontinuiranim

& optereéenjem ¢, nhakon
>( ¢ega 1imamo skok od
W\ g0 djelovanja reakcije A.

Nadalje dijagram linearno pada na dijelu gdje je greda optere¢ena kontinuiranim optere¢enjem ¢, nakon
Cega opet nastaje skok od djelovanja sile P1. Nakon toga dijagram je konstantan do oslonca B gdje dolazi
do skoka u smjeru i iznosu reakcije B, da bi nakon toga dijagram bio konstantan do kraja grede, gdje ga
sila P, vracau 0.

Na momentnom dijagramu vrijednosti momenta u krajnjim tockama jednake su nuli, a na mjestima
oslonaca A i B imamo lom koji nastaje od koncentriranih sila, odnosno reakcija u navedenim osloncima.
Lijevo od oslonca A i izmedu tocaka A i C, momentni dijagram je krivulja, jer na tom dijelu djeluje
kontinuirano opterec¢enje ¢. U to¢ki C, gdje djeluje koncentrirana sila P1, momentni dijagram ima blagi
lom, no to se zbog loma grede ne primjecuje. Na dijelu dijagrama izmedu tocaka C i B i do desnog kraja
grede nema opterecenja na gredi, pa je momentni dijagram na tom dijelu pravac.
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6. Konstrukcijski sustavi

Konstrukcijski sustav predstavlja mehani¢ku cjelinu koja omogucuje prenoSenje optereéenja s mjesta
djelovanja (npr. korisni¢kog ili atmosferskog opterecenja) do temeljnog tla, pri cemu mora osigurati
ravnoteZu, nosivost i stabilnost konstrukcije. Sustav je sastavljen od medusobno povezanih nosivih
elemenata (poput greda, stupova, okvira, lukova, resetki), a na¢in njihove medusobne povezanosti —
bilo krut, zgloban ili kombiniran — izravno utjece na ponasanje cijele konstrukcije.

Odabir konstrukcijskog sustava ovisi o:
e vrsti gradevine i njezinoj funkciji
e rasponima koje treba premostiti
e optere¢enjima koja treba prenijeti
e tehnickim, materijalnim i ekonomskim uvjetima gradnje.

Razumijevanje konstrukcijskih sustava kljuéno je za pravilno dimenzioniranje, staticku analizu i
arhitektonsko oblikovanje nosive strukture gradevine.

6.1. Medusobne veze krutih tijela
Konstrukcije nastaju medusobnim povezivanjem pojedinih konstrukcijskih elemenata. Te elemente
mozemo spojiti na dva osnovna nacina:

e Kkrutom vezom, koja u potpunosti (ili djelomi¢no) onemoguéava rotaciju jednog elementa u
odnosu na drugi

e zglobnom vezom, koja dozvoljava rotaciju.

Zglobne veze jednostavnije su za izvedbu te se ¢esto primjenjuju u drvenim i ¢eliénim konstrukcijama,
a gotovo su redovite u predgotovljenim betonskim konstrukcijama.

Slika 6.1. lzgled zglobnih veza konstrukcijskih elemenata

Pomocu zglobnog spajanja moguce je oblikovati tzv. sloZene (sastavljene) nosace. Za takve nosace
karakteristicno je da njihovo ravnotezno stanje ovisi o0 medudjelovanju vise medusobno povezanih
elemenata.
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I u ovom slu¢aju moguce je razlikovati:
o staticki odredene nosace —kod kojih se sile mogu izracunati samo pomocu jednadzbi ravnoteze

o static¢ki neodredene nosace — kod kojih broj nepoznanica premasuje broj dostupnih jednadzbi
ravnoteze.

Ukupan broj sloboda gibanja sustava ovisi o0 broju elemenata sklopa. Svaki samostalan kruti element u
ravnini ima tri slobode gibanja (dva pomaka i jedna rotacija), pa ukupno:

broj sloboda gibanja=3n (6.1)
gdje je: n - broj elemenata.
Dio tih gibanja sprijecen je:
e Ulezajevima konstrukcije, koje daju ukupno r reakcija
e U zglobnim vezama izmedu elemenata, koje sprjecavaju medusobne translacije.

Zglobna veza koja spaja dva elementa sprjecava oba njihova medusobna translacijska gibanja, dakle
oduzima dvije slobode gibanja. Ako je u jednom zglobu spojeno vise od dvaju elementa, broj
sprijecenih sloboda rac¢una se po formuli:

2 (n,— 1) (6.2)

gdje je: n; - broj elemenata spojenih u tom zglobu.

Prema tome, broj preostalih (neeliminiranih) sloboda gibanja sustava izracunava se kao:
S=3n,—2z-r (6.3.)

gdje je: S - broj preostalih stupnjeva slobode (koji odreduje staticku odredenost); z - broj zglobnih veza;
I - broj reakcija u lezajevima.

Tumacenje vrijednosti izraza S:

e Ako je S =0, sustav je stati¢ki odreden — ravnoteza je osigurana to¢no s onoliko veza koliko
je potrebno.

e Ako je S <0, sustav je stati¢ki neodreden — postoji vise veza nego §to je potrebno, pa je
potreban dodatni proracun (npr. pomoc¢u deformabilnosti).

e Akoje S >0, sustav je nestabilan — nema dovoljno veza da bi se osigurala ravnoteza.

Slika 6.2. Fotografija okvirne konstrukcije s izvedbom krutog spoja
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6.2. Gerberova greda

Njemacki inzenjer Heinrich Gerber (1832. — 1912.) razvio je koncept zglobnog spajanja greda u
odabranim presjecima kako bi se postiglo povoljnije ponasanje konstrukcije. Zakljucio je da se
moment savijanja u poljima moze znatno smanjiti ako se grede medusobno povezu zglobovima na
pravim mjestima.

Nosaca (gore desno) i izgled izvedenog mosta s Gerberovom resetkastom gredom

Danas se pod Gerberovom gredom ili Gerberovim nosa¢em podrazumijeva stati¢ki odreden, ravni
nosac sastavljen od vise greda spojenih zglobovima, koji lezi na dva ili vie oslonaca.

Takvi nosa¢i kombiniraju prednosti kontinuiranih nosa¢a (nizi momenti savijanja u poljima) s
jednostavnos¢u staticki odredenih sustava — pri ¢emu su nepovoljni utjecaji slijeganja oslonaca
znatno manji nego kod staticki neodredenih nosaca jer ne stvaraju dodatne unutarnje sile.

Klju¢ za pravilno funkcioniranje Gerberove grede je odgovarajuéi raspored zglobova. Raspored
zglobova mora biti takav da osigura stabilnost nosaca. Postoje dva osnovna pravila:

1. U jednom polju ne smije biti viSe od dvaju zglobova.

2. U dvama susjednim poljima ne smiju se nalaziti po dva zgloba.

¢ ] = = = =

Slika 6.4. Gerberovi nosaci - ispravan raspored zglobova
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Jedan je od najpoznatijih primjera primjene Gerberova principa Zeljezni¢ki most preko estuarija
rijeke Forth u istoénoj Skotskoj, dovrien 1890. godine. Ovaj tzv. konzolni most smatra se inZenjerskim
remek-djelom svog doba.

Slika 6.5. Most preko rijeke Forth — primjena Gerberove grede u velikom rasponu

Reakcije u Gerberovim nosacima, kao i u drugim staticki odredenim zglobno sastavljenim sustavima,
moguce je odrediti primjenom standardnih uvjeta ravnoteZe.

Posebnost je Gerberova nosa¢a u tome $to se svaka njegova jedinica (izmedu zglobova) analizira
zasebno, s vlastitim sustavom sila, dok istovremeno mora biti u ravnotezi i cijeli nosac kao cjelina.

Za svaki segment nosa¢a mozemo postaviti tri jednadzbe ravnoteZe:
> F,=0, >F =0, >M=0

§to znacajno pojednostavljuje analizu — osobito kod ru¢nih proracuna.

U nastavku su dani primjeri proracuna i crtanja dijagrama unutarnjih sila za uobicajene Gerberove
nosace i opterec¢enja kroz koje ¢e biti objasnjena logika i postupak proracuna unutarnjih sila.

6.2.1. Gerberova greda— 1. primjer

q = 5.0 kN/m’ SR .
] TTT7ITTITT Potrebno je odrediti i nacrtati dijagrame unutarnjih sila.
A B 2C

L, 20 4.0 .

1) Provjera stati¢ke odredenosti zadanog sustava
S=n-3-22-r=2:3-1-2-4=0 - staticki odreden sustav
2) Odredivanje reakcija

Prije svega potrebno je odrediti reakcije. Pretpostavljamo orijentaciju reakcija te im
dodjeljujemo oznake. S obzirom na to da je oslonac A upeti oslonac, kod njega moramo
pretpostaviti horizontalnu Rax i vertikalnu reakciju Ray te moment upetosti Ma. Oslonac C je
klizni, horizontalno pomicni lezaj, pa se kod njega javlja iskljucivo vertikalna reakcija Rc.
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&
RAX

q=5.0 kN/m'
JHHHHHC
45A 2.0 Ef 4.0 T
IR, ’ IR

Ako postavimo jednadzbe ravnoteze kako smo to do sada radili, uvijek ¢emo imati jednu
nepoznanicu vise od broja jednadzbi. Stoga, kako bismo odredili reakcije, moramo sustav
rastaviti u zglobu B i analizirati zasebno desnu i lijevu stranu. Na mjestu zgloba B uvodimo
unutarnje sile Fgx i Fgy koje su zajednicke za obje strane, ali suprotno orijentirane, kako bi
ravnoteza bila ocuvana. Kako je desna strana BC sama za sebe nestabilna, uvedene unutarnje
sile za nju su sile reakcije, dok su za lijevu stranu AB to sile akcije.

Najprije rjesavamo desnu stranu:

SF, =0 Fg, =0

q =5 kN/m'
Bwuuumc Mg =0
FBX . _ ) ) _
IFBV 40 TRC Rc+40—-q-4,0-20=0
| ! 5-4,0-2,0
RC:T=10,OkN
IM; =0

Zatim rjeSavamo lijevu stranu:
M FBy

RAX A B FBx
2.0

Ray

M, =10-2,0 = 20,0 kNm

3) Odredivanje unutarnjih sila

q-40-2,0—Fg,-40=0

5:4,0-2,0

Foy = =5 = 100 kN

SF, =0 Ry =0
M, =0
My —Fgy-2,0=0

Ray—Fpy =0 Ry, = 10,0 kN

Kada smo rijesili reakcije, unutarnje sile rjeSavamo kao da nema zgloba, dakle analiziramo
sustav kao jedinstvenu cjelinu. To ne znaci da smo ukinuli zglob, jer je on ukljucen kod izra¢una
reakcija, te ¢e (ako smo sve ispravno izra¢unali) u dijagramima na tom mjestu moment iznositi

nula.
q=5.0 kN/m' Prema pravilima koja su objaSnjena u
_Még TP TIT1110 prethodnom poglavlju, presjeke za odredivanje
Rax >’ A B’ ?;;,,,C unutarnjih sila postavljamo na 3 mjesta gdje
A 20 A postoji promjena optereéenja.
Ry IR
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Presjek Skica Unutarnje sile
Ma M, N1 = _RAx =0kN
| 1
Ray M, = —M, = —20,0 kNm
Ma M, N = =Ry =0
2 RAXGTR \l«va N, V, = Ryy = 10,0 kN
AY. 2
20 4 M, = =M, + Ray - 2,0 = 0 kNm
M3 V3 N3 = 0
3 Ne T‘T Vs = — R, = —10,0 kN
Re M; =R;-0 =0kNm
Mrge ﬁiio kN/m' x=V/q=10/5=20m
M ‘GT C
" 20m A Mpmax = Rc-2,0—-¢q-2,0-1,0
S = 10,0 kNm

Maksimalni moment mogli smo dobiti na drugi na¢in ako uo¢imo kako ranije analizirana desna
strana BC predstavlja jednostavnu gredu optere¢enu kontinuiranim optere¢enjem ¢. U tom
slucaju maksimalni moment moZemo izracunati primjenom izraza:

q:

5 kN/m'

Bl UMl ile

) 4.0

I

Fil

Fil

4) Dijagrami unutarnjih sila

Mmax

q .

L2_5-42
5 =

= 10,0 kNm

Sva pravila iz prethodnog poglavlja,
pomocu kojih mozemo provjeriti
ispravnost  dobivenih  dijagrama

10.0 kNm

unutarnjih sila, vrijede i ovdje.

Ako smo sve dobro izraCunali,
moment na mjestu zgloba u to¢ki B
mora biti nula, a u momentnom
dijagramu na tom mjestu ne smije

biti loma.

Kako je dio nosata BC omeden
zglobovima, dijagrami unutarnjih
sila na tom su dijelu identi¢ni onima
na jednostavnoj (prostoj) gredi.
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6.2.2. Gerberova greda — 2. primjer

q = 8.0 kN/m’ P=240kN  Treha odrediti i nacrtati dijagrame
EumEwEN rd unutarmiin sila

e

) 6.0 10 40 20, 30 30 ,

1 il

1) Provjera staticke odredenosti zadanog sustava
S=n3-22-r=3-3-2.2-5=0 - staticki odreden sustav
2) Odredivanje reakcija

Pretpostavljamo orijentacije reakcija te im dodjeljujemo oznake. S obzirom na to da je oslonac
A nepomican, kod njega moramo pretpostaviti horizontalnu i vertikalnu reakciju, dok su ostali
oslonci horizontalno pomicni, pa se kod njih javlja isklju€ivo vertikalna reakcija.

g =8.0 kN/m' P =240 kN
REEREEE %
— >
Rax ™ 4 B&C D& E ZSF
60 Mo 40 420 30 , 304
Ru TR Ry | IR

Kako bismo odredili reakcije, na mjestu zglobova rastavljamo sustav na tri dijela te u
zglobovima pretpostavljamo sile. Pri tome vrijedi sve kao u prethodnom zadatku.

P =24.0 kN
E 4@/

FEx :|‘FEy WF
30 , 30 T

71 | 1RF
c ey
FCx FCy E FEx
' 40 P20,
1 ’IRD T
q = 8.0 kN/m'
Eunnnenl
RAX A BW??C FCX
6.0 ’01.49
RAy 1RB

Kod ovakvih nosaca uvijek kre¢emo od izdvojeno nestabilnog dijela, no kako su ovdje dva takva
dijela, zapocet ¢emo s krajnjim segmentom EF koji ima manje nepoznanica.

P=240KkN
E 30° EFx = 0
Fe Tr, e Fg, = P, = 24 c0s 30°
| 30 , 30
\ f ']RF Fg, = 20,78 kN
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Zatim prelazimo na susjedni centralni dio CE.

C

RF'6,0_Py'3’0=0

P-sin 30°-3,0
Rp = 6,0
Rr =6,0kN

FCx

M, =0
Rp-4,0—Fg, - 60=0

6,06,0
Rp = 4,0
R, = 9,0 kN

ZMF =O

P, 3,0 — Fg, 6,0 =0

P-sin 30°-3,0
Fgy = 6,0
FEy =6,0kN
YF, =0

Fey = Fgp = 20,78 kN

Mz =0

Rp 2,0+ Fg, 6,0 =0

-9,0:2,0
Fey = 6,0
Fey = —3,0 kN

Odredivanje reakcija dovr§avamo na lijevom segmentu AC.

g = 8.0 k\/m'
Naunnnnnl
RAx ”47;7/3\ BWC FCx
A 60 o
1RAy IR,

=M, =0

Rp-60—q-6:3—Fg,7=0

Rp =

_ 863+(-3)7

6

Rz = 20,5 kN

Na kraju provedimo kontrolu vertikalnih sila.

SF, =0

SE, =0

Ray = Fey = 20,78 kN

My =0

q64_RAy7_

Ryy = -

Ryy = 24,5 kN

RAy+RB+RD+RF_q.6_Py=

_ 86:4-2051

RB'1=O

245+20,5+90+60—-8,0-60—P-sin30°=0

3) Odredivanje unutarnjih sila

Kada smo izracunali reakcije, slijedi izra¢un unutarnjih sila na ¢itavom (zadanom) sustavu. U
ovom koraku zanemarujemo zglobove, pa presjeke postavljamo pored koncentriranih sila,

odnosno na mjestima promjene opterecenja.
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g = 8.0 kN/m' P=24.0kN
HEEEEEN %
—> 4 - T : :
Rax A B=C p > E 7 Yap
A 60 Mo 40 P20 30 3074
1RAy IR, Tr. ‘ R,
Presj. Skica Unutarnje sile
{ th N, = —R,, = —20,78 kN
1 == \B_ﬁ Vy = Ryy = 245 kN
RAJ:Q‘“ M, = Ry -0 = 0 kNm
=8.0 kN/
6 m' N, = —R,, = —20,78 kN
2 RAX i 2 Vz = RAy —q- 6 = —23,5 kN
TRAy 6.0 . M2=RAy-6—q-6-3=3,0kNm
ﬁq =80 kN/I\r,E Ny = —Ry. = —20,78 kN
3 w ¢99N3 V3:RAy_Q6+RB:—3,OkN
TRAY 6.0 tRQ% M3 :RAy6—Q63 = 3,0 kNm
q = 8.0 kN/m’ Ny = —Ryy = —20,78 kN
. Meurswnn BM% Vi=Ruy—q-6+Ry=—30kN
RAX 4 —_— . — . . .
TRAy 6.0 TRB 50 DV4 M4_ = RAy 11 q 6 8 + RB 5
i i = —12,0 kNm
M, Vs ?4'0 kN Ns = —P, = —20,78 kN
30°
5 Nfe? T Vs =P, — Ry = 6,0 kN
50 30 % Ms=Rp-8—P,-5=—120kNm
P =24.0 kN
v Ve Ny = —P, = —20,78 kN
6
6 N<6—€T 2 Ve =P, — Ry = 6,0 kN
R
3.0 F M6=RF'3 = 18,0 kNm
M7 VT N7 =0
7 NS €| TR V, = —Rp = —6,0 kN
.30 ,° M, = Rp-3 =18,0 kNm
Mg , s Ng =0
8 Ne 6‘_1"? Vg = —Rp = —6,0 kN
jng M8:RF'0=0kNm
q= I\8/10 KN/’ x=V/q=245/8=3.06m
Mo Eﬁ 3.06
x Mynax = Ray *3.06 = q3.06 =~

= 37.50 kNm
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4) Dijagrami unutarnjih sila

Sva pravila iz prethodnog poglavlja, pomocu kojih mozemo provjeriti ispravnost dobivenih
dijagrama unutarnjih sila, vrijede i ovdje.

Ako smo sve dobro izra¢unali, momentni dijagram mora imati nultocke na mjestima zglobova.

—q=8.0 kN/m’ P =240 kN

HERSE I : B3o°

60 10 40

; 120, 30 3.0 |
1 | 1 l ' {
‘ || | \ |
‘ | | \ |
N ‘ : | I T |
TR |
| Lob Lol 12078 |
w | | [ |
24.50! | | | |
| | l |
\Vj < b ] 3."Jnr q T—fLL‘*—gTT—rl 3-00E [T 6.00
; ' _qu‘l@_uj_u 6.00
j x=24,5/8 } ; J@ : | ,
. =3.06m |
| =2.00m. 12350 ]

6.3. Lucne konstrukcije

Stolje¢ima su kamen i opeka, uz drvo, bili gotovo jedini dostupni gradevni materijali. Osnovni je
,nedostatak* zidanih konstrukcija od kamena ili opeke vrlo mala ili nikakva vla¢na ¢vrstoéa. Gradnja
vertikalnih zidanih elemenata pritom ne predstavlja veé¢i problem, ali izvedba horizontalnih zidanih
elemenata gotovo je nemoguca jer vertikalno optereéenje uzrokuje savijanje, a ono posljedi¢no stvara
vla¢na naprezanja koja ti materijali ne mogu podnijeti.

lako Rimljani nisu prvi otkrili da luéne forme omogucuju prijenos vertikalnog optereCenja bez
savijanja, oni su — najvjerojatnije preuzevsi znanje od Etru$¢ana — znacajno unaprijedili razumijevanje
i primjenu luka u graditeljstvu. U povijesti inZenjerstva ¢esto ih se smatra prvim pravim graditeljima
svodenih i lu¢nih konstrukcija.

Nakon propasti Rimskog Carstva gradnja znacajnijih konstrukcija gotovo je zamrla sve do 11. stoljeéa,
kada s pojavom romanike, a potom gotike, ponovno dolazi do snaznog gradevinskog zamaha. Taj
period obiljezen je izgradnjom brojnih velebnih svodenih i lu¢nih konstrukcija.
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Slika 6.6. Most svetog Andela (Ponte Sant Angelo) u Rimu izgraden 134. g. poslije Krista

Jedan je od vrhunskih primjera iz tog razdoblja most u Avignonu, graden izmedu 1177. 1 1185. godine.
Most je dug gotovo 600 metara, s rasponima lukova od 20 do 35 metara. Njegova posebnost lezi u tada
revolucionarnom obliku luka, koji nije polukruzan, ve¢ je sastavljen od triju kruznih odsje¢aka
razli¢itih sredista. Time je postignuto stati¢ki znatno povoljnije rjeSenje od klasi¢nog polukruznog luka.

Slika 6.7. Lucni kameni most —most u Avignonu iz 12. st.

U vrijeme renesanse, potaknuti razvojem znanosti i umjetnosti, graditelji postaju smjeliji — grade se
vedi rasponi i razvijaju se nove forme. Umjesto romani¢kih polukruznih i goti¢kih $iljatih lukova, sve
¢esce se koristi tzv. segmentni luk — luk koji obuhvaca samo dio kruga. U tom periodu konstrukcije
se jo§S uvijek ne proracunavaju, ve¢ se grade na temelju iskustva, intuicije i pokuSaja, Cesto
prenesenih iz generacije u generaciju.

Tek je razvoj mehanike i matematike u 16. i osobito 17. stolje¢u omogucio znanstveno razumijevanje
ponasanja lu¢nih konstrukcija. Velik doprinos dao je Robert Hooke, engleski fizi¢ar i matematicar, koji
je 1675. godine formulirao zapazanje:

,,Kao §to visi savitljiva nit, tako ¢e — ali obrnuto — stajati kruti luk.

Drugim rije¢ima, oblik koji tvori lanac objeSen pod vlastitom teZinom (tzv. lan¢anica) predstavlja
idealnu geometriju luka koji prenosi isto to opterecenje — samo u tlaénoj formi. Taj se oblik naziva
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tla¢na linija ili potporna linija i predstavlja krivulju koja spaja hvatista tla¢ne sile u poprecnim
presjecima luka ili svoda.

Slika 6.8. Portret Roberta Hookea i usporedba luka s modelom lancanice

Tla¢na linija je krivulja koja spaja djelovanja tla¢nih sila u popre¢nim presjecima luka. Ako se os
luka poklapa s potpornom linijom, tada u presjeku djeluje isklju¢ivo uzduzna tla¢na sila, bez savijanja.
Medutim, ako izmedu osi i tlane sile postoji ekscentricitet, tada u presjeku luka nastaje moment —a s
njim i nezeljena vlaéna naprezanja, $to je kod zidanih konstrukcija posebno problemati¢no. U slucaju
zidanih Iu¢nih konstrukcija veli¢ina momenta (time i vlacnih naprezanja) treba biti §to manja.

Stoga za zidani luk vrijedi sljedece pravilo: Konstrukcija je stabilna dokle god se potporna linija
nalazi unutar geometrijskog presjeka luka.

Iz tog razloga mozemo re¢i da se proracun zidanih luénih konstrukcija svodi na geometrijski
problem, dok je proracun ¢vrstoce manje znacajan jer materijal sam po sebi ne podnosi savijanje.

i A A A
A A A A
A A A A
A. ‘ A A ‘ A

Slika 6.9. Prikaz razlicitih oblika lukova optereéenih jednolikim opterec¢enjem i usporedba dijagrama
uzduznih sila i momenata savijanja u pojedinim presjecima — vidljiv utjecaj oblikovanja luka
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Tlacna linija moze se konstruirati grafi¢ki, pomocu tzv. veriZznog poligona. lako se u danasnje vrijeme
takvim postupkom rijetko koristimo u praksi, i dalje je vrlo koristan za:

e preliminarnu analizu konstrukcije

e bolje razumijevanje ponasanja lu¢nih i svodnih oblika.

o
¥
2
3
Ry /3
F=19N o
6
«
8
ST
7
Rol
15
MJERILO SILA
0 10 20 30 N

Slika 6.11. Prikaz otkazivanja tlacnog luka formiranjem mehanizma nastankom prevelikog broja
zglobova uslijed momenta savijanja zbog ekscentricnog opterecenja

Luéne konstrukcije u pravilu su stati¢ki neodredeni sustavi. Trozglobni luk poseban je oblik lu¢ne
konstrukcije kod koje se uvode tri zgloba — dva na osloncima i jedan u tjemenu luka. Uvodenjem treceg,
srediSnjeg zgloba luk postaje stati¢ki odreden, Sto znaci da se sve nepoznate veliCine (reakcije i
unutarnje sile) mogu odrediti iskljuc¢ivo primjenom triju uvjeta ravnoteze:

> F=0, >F=0, >M=0

Posebnost trozglobnog luka u tome je §to se njegov unutarnji statiki visak eliminira pomocu
srediSnjeg zgloba, ¢ime se izbjegava potreba za dodatnim metodama (npr. metoda deformacija) pri
prora¢unu. Ovaj tip luka izuzetno je pogodan za konstrukcije na temeljima koji nisu kruto
utemeljeni, jer dopusta rotaciju i prilagodbu eventualnim slijeganjima bez pojave dodatnih
naprezanja.
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U proracunu trozglobnog luka koristi se ravnoteza za cijeli luk i posebno za jedan od dijelova koji
nastaje "rezanjem" u srediSnjem zglobu. Time se jednostavno odreduju reakcije i unutarnje sile
(normalna sila, poprec¢na sila i moment — koji je u samom zglobu uvijek jednak nuli).

Zbog jednostavnosti analize i prilagodljivosti tlu, trozglobni lukovi bili su posebno popularni u prvim
fazama betonskog i ¢eli¢nog graditeljstva, osobito kod mostova i velikih raspona.

Slika 6.12 . Most Saldinatobel u Svicarskoj, Robert Maillart, 1930. g. — primjer trozglobnog luka

Slijedi primjer proracuna trozglobnog luka, tj. prorac¢un reakcija i dijagrama unutarnjih sila.

6.3.1 Lucne konstrukcije — 1. primjer

q=12,0 kN/m’
IR sENEREREEEY Zadan je trozglobni lu¢ni nosa¢. Treba odrediti
reakcije te odrediti i nacrtati dijagrame
2 unutarnjih sila.
A B
. 60m L 6.0m .
1) Odredivanje reakcija
g = 12,0 kN/m'
QLTI I I T T T T T T I TI T Na zadanom trozglobnom luku, kao i
kod trozglobnog okvira, uslijed samo
o vertikalnog ~ optereéenja  nastaju
© vertikalne i horizontalne reakcije.
. A B)<TE& Odredivanje reakcija zapocinjemo s
A 60m ] 60m A Vertllkalnlm reakcijama koje ra¢unamo
1a, i i[: kao i do sada.
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ZMA=O

By, -12,0-¢q-12,0-6,0=10

5 - 12,0-12,0- 6,0
v 12,0

ZMB=0

q-120-60—-4,-120=0

4= 12,0-12,0- 6,0
v 12,0

=72,0kN

=72,0kN

Kako bismo odredili horizontalne komponente reakcija, moramo ,,upotrijebiti“ zglob C, $to

radimo na isti na¢in kao i kod trozglobnih okvira.

YME =0

B,-60—-B,-30-q-60-30=0

B — 72,0-6,0—-12,0-6,0-3,0

x 3,0
YF, =0
Ay —B,=0

A, =B, =72,0kN

2) Odredivanje unutarnjih sila

~—q =12,0 KN/m'

NN AN TR

~q=12,0 KN/m'
o AP PTTTTITT]]
ﬁr‘AT D—-\J MQ
5 ‘ 3%
g v,
3 /
i /
Ay ,,m\r-A 7§g4:_f}k
o A 6.0m ﬂ,,7.5'sinc14b
< 1Ay /

=72,0 kN

Kako bismo odredili unutarnje sile,
moramo definirati kruznicu koja formira
zadani luéni nosac¢. Ako je a=12m tetiva
kruznice, h=3m kruznog
odsjecka, polumjer kruznice r dobivamo
pomocu izraza:

a = 2+/2hr — h?

_a2/4+h2_122/4+32_75
"TTon T 2.3 O m

visina

Unutarnje sile odredujemo u presjeku
definiranom kutom « koji zatvara kruzni
isjeCak od vertikale do tocke presjeka.
Odbacujemo desnu stranu i na mjestu
presjeka uvodimo unutarnje sile kao
funkciju kuta o. Analiziramo desnu
polovicu, a za lijevu stranu vrijedi
pravilo simetrije.
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N, = [Ay—q-(6+7.551na)]-sina—Ax-cosa
Vo

= [Ay—q-(6+7.SSina)]-cosa+Ax-sina

My, =A,-(6+75sina) — A, (7.5cosa —4.5)— q-

(6 + 7.5sin a)?

2
@[] N [KN] V [kN] M [KNm]
0 -72,00 0,00 0,00
15 -75,58 -3,87 4,21
30 -84,85 -2,97 -12,03
36,87 -90,00 0,00 -13,50
45 -95,91 5,91 -10,59
53,13 -100,80 14,40 0,00

3) Dijagrami unutarnjih sila

~q=12,0 KN/m'
ISR
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6.4. Lancanice

Razvojem ¢elika i pojavom éeli¢nih i armiranobetonskih konstrukcija nestao je problem materijala
niskih vlac¢nih ¢vrstoéa. Time je prestala i nuznost koriStenja svodova i lukova kao osnovnog
konstruktivnog rjesenja. Takvi oblici danas se zadrzavaju prvenstveno kao arhitektonski izric¢aj, a ne
kao tehnicka potreba.

Medutim, materijali visoke vlacne ¢vrstoce otvorili su nove mogucnosti — 0S0bito za vla¢ne luéne
sustave, poznate kao lan¢anice.

Moderne lan¢anice najcesce se izvode od ¢eli¢ne uzadi, koja zbog svojih karakteristika pripada skupini
vitkih konstrukcijskih elemenata, odnosno elemenata kod kojih je duljina znatno veéa od preostalih
dimenzija presjeka.

Uzad ima iznimno malu Krutost na savijanje i smicanje, zbog ¢ega ne moZe preuzeti ni momente ni
poprecne sile. Zbog toga lancanice opterecenje prenose iskljucivo putem vlaénih sila, koje djeluju
uzduzno kroz njihovu 0s.

Slika 6.13. Visecéi most 1915 Canakkale Koprusi u Turskoj (2022. g.) - primjer lancanice

Za razliku od tla¢nih lu¢nih konstrukeija, koje pod djelovanjem opterecenja teze ,,izravnati®‘ se i pri
tome gurnuti oslonce prema van (stvarajuci tzv. bo¢ni potisak), lancanice, kao vla¢ne konstrukcije,
imaju suprotan efekt — teze privuéi oslonce jedan prema drugome.

Da bi se ta unutarnja tendencija sprijecila, potrebno je predvidjeti nepomicne oslonce koji ce,
zahvaljujuci svojoj Krutosti, mo¢i generirati dovoljno velike reakcije koje se suprotstavljaju silama
zatezanja.

Kao zanimljiva paralela moze posluziti kontrafora — karakteristi¢an arhitektonski i konstruktivni
element gotickih katedrala. Njezina je uloga bila upravo ta: sprijefiti razmicanje oslonaca svodova,
tj. neutralizirati bo¢ni potisak.

8 R

a) Viti¢ev paviljon u Zagrebu, Ivan Viti¢, 1957. g. b) Paviljon u Lisabonu, A. Siza Vieira, 1998. g.

Slika 6.14. Primjeri modernih lancanica izvedenih od celicne uzadi
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Na fotografijama Viti¢eva i Sizinog paviljona (slika 6.14.) jasno su vidljiva dva razli¢ita pristupa
osiguravanju nepomicnosti oslonaca kod ovjeSenih vla¢nih krovnih konstrukcija. U oba slucaja
odabrano rjeSenje postaje i sastavni dio arhitektonske kompozicije jer su reakcije koje se javljaju u
osloncima ¢esto vrlo velike, a njihov prijenos uvjetuje oblik i dimenzioniranje cijele konstrukcije.

Osnovni proracun lancanice

1. Zadano:
o razmak oslonaca L

o Visina ulegnuca (strelice) f - udaljenost od oslonca do najnize tocke

o teZina po duljini uzeta g (npr. KN/m).
2. Silau sredini (horizontalna komponenta):

q-L* 6.4,
T (6.4.)

H:

3. Najveca sila u lancanici (u osloncu):

L 2
Nmax = H2+(q_j (65)
2
4. Duljina lan¢anice (priblizno):
2
sxL+of (6.6
3L

Vazno je istaknuti:
Veli¢ina reakcije na osloncu lan¢anice ovisi o visini strelice luka, tj. udaljenosti tjemena
lan¢anice od ravne crte koja spaja oslonce (tzv. horizontalna osnova luka).

-q

(TR PR
_ 2
*M=0 natodku c

[
A=l F~q -0

2 2

o —

Slika 6.15. Prikaz proracuna reakcija i sile u lancanici ovisno o opterecenju i strelici luka

Sto je strelica manja (luk pli¢i), to su reakcije veée. Zbog toga su duboke lané¢anice staticki
povoljnije — iako zahtijevaju viSe prostora ili visih konstruktivnih visina.
_q

(TR ™
By

A}l
¢ =
?\I/ﬁ} (IR
Ay N _B_.D
f QVOQ ? f klein [r
H klein H groB

Slika 6.16. Graficki prikaz utjecaja strelice luka na vrijednost sile H u lancanici
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6.5. Okvirne konstrukcije

Okvirne konstrukcije definiramo kao sustave sastavljene od vertikalnih i horizontalnih elemenata
(stupova i greda), medusobno kruto povezanih u ¢vorovima. Osnovni okvir, sastavljen od dviju vertikala
(stupova) i horizontalnog nosaca (grede), nazivamo portalnim okvirom. Nizanjem takvih okvira oblikuju
se viSerasponske ili viSekatne ravninske, odnosno prostorne konstrukcije.

jednoetazni okvir s vise polja viSekatni okvir
J AN J
dvozglobni okvir sa trozglobni
zategom okvir
zatega
N\ G s i - | ¢ j o |
okvir trobrodne hale TITANLT o s

SI. 21.102. Ravninski okvir

NN =] | T

a) Ravninski okviri

b) Prostorni okviri
Slika 6.17. Razliciti sustavi okvira nastali nizanjem portalnih okvira

Jednokatni ravninski okviri €est su odabir za konstrukcije sportskih dvorana i trgovackih centara. Kod
viSekatnih zgrada, zbog moguénosti fleksibilnog tlocrtnog rasporeda (bez nosivih zidova), okvirne
konstrukcije vrlo su Cest izbor nosivog sustava, osobito kod javnih i poslovnih gradevina. U slucaju
visokih zgrada (nebodera), okvirne konstrukcije gotovo su iskljucivo sustav nosive konstrukcije.

Y

Slika 6.18. World Trade Center u New Yorku - visoka zgrada s o

5
B

kvirnom konstrukcijom
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Prvim neboderom smatra se zgrada Home Insurance Building u Chicagu iz 1885. godine, visoka 42
metra, s ¢elicnom prostornom okvirnom konstrukcijom.

Slika 6.19. Home Insurance u Chicagu (1885. g.) — prva zgrada s okvirnom Celicnom konstrukcijom

Postoje tri osnovna tipa portalnih okvira: trozglobni, dvozglobni i upeti okvir. Dvozglobni i upeti okvir
stati¢ki su neodredeni, dok je trozglobni okvir — sastavljen od dvaju elemenata spojenih zglobno —
staticki odreden.

. e
a) trozglobni okviri — ujedno su staticki odredeni

7 i
b) dvozglobni okviri — staticki neodredeni

s Ve
C) potpuno upeti okviri — staticki neodredeni

Slika 6.20. Prikaz portalnih okvira: a) trozglobni, b) dvozglobni i ¢) upeti
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Okvirne konstrukcije, poput lu¢nih, odolijevaju horizontalnim optere¢enjima u svojoj ravnini. Jo$ jedna
sli¢nost s lukovima jest potreba za nepomi¢nim osloncima jer vertikalno optereenje izaziva bocni
potisak koji ih razmice (slika 6.21.). Medutim, za razliku od lu¢nih konstrukcija kod kojih otpornost
ovisi uglavnom o uzduznim silama, kod okvira je presudna otpornost na savijanje, uz znatan utjecaj
momenta savijanja i poprecnih sila.

Slika 6.21. Ponasanje dvozglobnog okvira uslijed optereéenja — prisutnost horizontalnih reakcija

U prethodnim smo poglavljima istaknuli da se, ako postujemo dogovor o predznaku, dijagram momenta
savijanja uvijek crta na strani zatezanja deformiranog nosaca. Na slici 6.22. prikazana je ta ovisnost
izmedu deformacijske linije i momentnog dijagrama na primjeru upetog okvira pod tipi¢nim
optere¢enjima. Vazno je zapaziti da pravi kut izmedu stupa i grede u krutom spoju ostaje nepromijenjen.

System

Slika 6.22. Prikaz deformiranja i momenata savijanja krutog portalnog okvira

Od svih vrsta okvira ovdje ¢emo se detaljnije baviti trozglobnim okvirom. Kao $to je ve¢ receno,
trozglobni okvir je stati¢ki odredena konstrukcija sastavljena od dvaju krutih elementa (npr. stupova i
grede), medusobno povezanih u tri zgloba — dva na osloncima i jedan u vrhu okvira.

Osnovne znacajke:

o Statika se rjeSava pomocu triju jednadZzbi ravnoteze (XFx = 0, XFy = 0, XM = 0).

e Zglob u vrhu omogucuje slobodno zakretanje, ¢ime se eliminira unutarnji moment u spoju.

e Zbog toga je konstrukcija otporna na temperaturne promjene i slijeganja temelja.

o Cesto se koristi za nadstresnice, hale, hangare i sli¢ne konstrukcije srednjih raspona.
Stati¢ke karakteristike:

e U zglobovima nema momenta — moment savijanja javlja se samo unutar elemenata.

e Konstrukcija je stabilna i odredena, ali osjetljivija na deformacije u odnosu na upete sustave.

e Lako se rjesava analiticki ili graficki, $to je ¢ini odlicnom za ucenje.
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Reakcije u trozglobnom okviru analiticki odredujemo po istim principima koji su opisani za Gerberov
nosa¢ i vrijede za sve sastavljene sustave. Pravila za crtanje dijagrama unutarnjih sila ostaju
nepromijenjena.

U nekim je sluc¢ajevima laks$e odrediti reakcije graficki. 1zdvojimo li desnu stranu trozglobnog okvira,
vidimo da na nju djeluju samo dvije sile: reakcija u osloncu E i sila u zglobu C. Budu¢i da su samo dvije
sile u pitanju, za ravnotezu moraju lezati na istom pravcu — dakle, obje leze na liniji EC.

Na lijevoj strani nalazimo tri sile: horizontalnu silu H, reakciju u A i silu u zglobu C. Tri su sile u
ravnotezi samo ako im se pravci sijeku u jednoj tocki i ako zatvaraju poligon sila. Budu¢i da je pravac
sile u C poznat, reakcija u A mora prolaziti kroz sjeciste pravaca H i C. Kada odredimo pravac sile A,
mozemo zatvoriti poligon sila i graficki odrediti sve sile u sustavu.

C
.E;B
A
'
\ / :AH 4 N

\ H P S € e o) Y s

e . Ay L -
£\ A s A EN Ev
/,\ ’,l: :\\
s \ ' I N

Slika 6.23. Prikaz grafickog odredivanja reakcija trozglobnog okvira

Kada vanjsko opterecenje djeluje istovremeno s obiju strana okvira, izdvajanje jedne strane daje sustav
S tri si, od kojih je samo jedna (vanjska) na poznatom pravcu. U tom slucaju koristimo se pravilom
superpozicije: zadatak rjeSavamo parcijalno — najprije raGunamo reakcije za optereéenje s jedne strane,
zatim za opterecenje s druge strane, a potom zbrajamo dobivene reakcije u konac¢ne vrijednosti.

P

Slika 6.24. Primjena principa superpozicije kod proracuna trozglobnog okvira

Proracun trozglobnih okvira pokazat ¢e se na sljede¢im primjerima za razliite geometrije i opterecenja.
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6.5.1 Okvirne konstrukcije — Primjer 1

q =8 kN/m'
oS EEEEEERURE %% Ly Potrebno je odrediti i nacrtati dijagrame
unutarnjih sila trozglobnog okvira.
<
[sp]
4 A B
VA VAN
4 6.0 . 20
1) Odredivanje reakcija
g =8 kN/m' Kako je ranije objaSnjeno, kod
TT T T T I T T T T LTI zadanog  trozglobnog  okvira
T C uslijed  samo  vertikalnog
opterecenja nastaju vertikalne i
g horizontalne reakcije. Stoga im
pretpostavimo  orijentaciju i
dajemo oznake.
Ae B % . . .. . .
Ax Bx Odredivanje reakcija zapocinj-
Ay By emo s vertikalnim reakcijama koje
6.0 2.0 y .
+ 3 + raCunamo kao i do sada.
ZMA = O

B,-80—-q-80-40=0

_8,0:8,0:4,0
v 8,0

SMp =0

= 32,0 kN

q:-80-40—-4,-80=0

_8,0:8,0-4,0
Yo 8,0

Kako bismo odredili horizontalne komponente reakcija, moramo ,,upotrijebiti“ zglob C. Pri
tome nema potrebe za rastavljanjem sustava na dva dijela kako se radi kod Gerberovih nosaca.
Dovoljno je postaviti sumu momenata na zglob C i pri tome analizirati samo jednu stranu, u
ovom slucaju to je desna strana. Kako ne radimo skicu, kod sume momenata stavimo indeks d
koji oznacava kako je analizirana desna strana. Kada odredimo horizontalnu reakciju By, drugu
horizontalnu reakciju A« dobijemo iz uvjeta ravnoteze horizontalnih sila.

= 32,0 kN

YME=0
B,-20-B,-30-q-20-1,0=0
32,0:2,0-8,0:2,0"1,0

B = 16,0 kN
x 3,0 ’
YF, =0

A, —B,=0

A, =B, =16,0 kN
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2) Odredivanje unutarnjih sila

Ay
Ay 6.0

Kada odredimo reakcije, moramo
definirati pozicije presjeka u kojima
izraCunavamo vrijednosti unutarnjih
sila. Presjeke definiramo kao i do sada
na mjestima promjene opterec¢enja, no
moramo ih postaviti i na mjestima
promjene geometrije (kutovi, odnosno
lomovi). Razlog tome lezi u pravilu da
je uzduzna sila orijentirana u smjeru
osi grede, pa nefemo imati iste
vrijednosti unutarnjih sila u presjecima
213, odnosno 4i5.

Kao i kod Gerberovih nosaca, unutarnje sile kod okvira rjeSavamo kao da nema zgloba.

Presjek Skica Unutarnje sile
M1$N1 N, = —A, = —32,0kN
\Y
1 A_,_—|—>1 vV, =—-A, =—-16,0 kN
X
TAy M; = 0kNm
: N, = —A, = =32,0 kN
2 =) V, = —A, =—16,0kN
M, = —A,-3,0 = —48,0 kNm
Ay 1\
Ay
o
vs Ny = —A, = —16,0 kN
3 o Vs = A, = 32,0 kN
AN M; =—A,-3,0 = —48,0 kNm
Ay
— q=8KN/m’
| ua""% N, = —A, = —16,0 kN
. s = N, Vy=A,—q-8=—320kN
M,=A,-8-4,-3-q-8-4
ACH = —48,0 kNm
Ay
Ns = —B, = —32,0 kN
5 Vs = B, = 16,0 kN
Ms = —B, -3,0 = —48,0 kNm
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Presjek Skica Unutarnje sile
Mﬁl"‘ﬁ Ng = —B, = —=32,0 kN
v,
6 |.<_B6 Vs = B, = 16,0 kN
X
Tsy Mg = 0 kNm
q=8kN/m’
, BM? x=V/q=32/8=40m
40 *V
M 3
e Mpax = Ay -4 — Ay -3 —q 42
\'?1‘ = 16,0 kNm
Ay

Maksimalni moment nalazi se na mjestu nultocke dijagrama poprecnih sila, pa moment
izraCunavamo u tom presjeku istovjetno izratunu momenta u presjeku broj 4.

3) Dijagrami unutarnjih sila

q =8 kN/m'
[T TP L TT]
|
|
(=] |
© |
|
|
FaN | FaN
. 6.0 V20 7
| i |
| | |
| | \
| | |
! : !
167\\H\HHHllHlH@\HH\:\HHEm
I | ]
o] | o]
= =
— | —
) s : 22—
| | |
32‘% : }
|
— ‘ [
H x=32/8=4m qu
] 1 | 32
o |
i -
[ |
] |
S | : e
|
| | |
_lag } ' 148
o7 | : h
/ A | \
e TR e
16kNm

Kod crtanja dijagrama unutarnjih sila na
okvirima moramo definirati na¢in crtanja i
stranu na kojoj ¢emo prikazivati pozitivne,
odnosno negativne vrijednosti. Za gredu ¢e
to biti isto kao i do sada, pa se na stupove
moramo istovjetno nastaviti. Stoga ¢emo
pozitivne vrijednosti uzduznih i popre¢nih
sila crtati s vanjske strane okvira, dok ¢e
kod momenta savijanja biti obrnuto.

Uzduzna sila u precki okvira jednaka je
vrijednosti horizontalnih reakcija, te je
negativnog predznaka jer horizontalne
reakcije djeluju jedna prema drugoj (tlatna
sila). U stupovima su takoder tlacne sile od
vertikalnih reakcija koje djeluju prema
gore.

Na dijagramu popre¢nih sila mozemo
vidjeti kako se mijenja u skladu sa silama
koje djeluju poprecno na elemente okvira.
Kako bismo maksimalni
moment, moramo odrediti mjesto nultocke

izraCunali

dijagrama poprecnih sila.

Na momentnom dijagramu s crtkanim
isjeCkom kruznice prenosimo vrijednost
momenta sa stupa na gredu. Time je
naglaseno kako je moment u tim tockama
iste vrijednosti i s iste strane momentnog
dijagrama.

Parabolu konstruiramo pomoc¢u tangenata, pa ako je sve tofno izraCunato i nacrtano, U
momentnom dijagramu nulto¢ka mora biti na mjestu zgloba C. Dijagrame uvijek Srafiramo
okomito na os elementa.
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6.5.2. Okvirne konstrukcije — 2. primjer

Treba odrediti i nacrtati dijagrame unutarnjih sila za

P= 10,0 kN q=6’o kN/ml ) )
wlr EEENENEREEEEEE N predmetni okvir.
C
O»
<r
A B L
- Pas
f 2’0 I 210 v 6,0

I~

71 7 a

1) Provjera stati¢ke odredenosti zadanog sustava
S=n3-22-r=2:3-1-2-4=0 - staticki odreden sustav
2) Odredivanje reakcija

Pretpostavimo horizontalne i vertikalne

lP = 10,0 kN q=6,0 kN/m' reakcije trozglobnog okvira, pa ih zatim
C “F izraGunamo.
Za odredivanje horizontalne
3’ komponente  reakcije opet ¢emo
analizirati dio okvira desno od zgloba C.
A B . Kada odredimo horizontalnu reakciju
?Tn 5 Bx, drugu horizontalnu reakciju A
Ay By dobivamo iz  uvjeta  ravnoteze
L 20, 20 6.0 ; horizontalnih sila.
XM, =0

B,-80—-q-80-40+P-20=0

5 _6,0:80-40-10-2,0
yo 8,0

SMp =0

=21,5kN

P-100—-A4,-80+¢-80-40=0

~10-10,0+6,0-8,0- 4,0
Yo 8,0

YME =0

= 36,5 kN

B, 60 —B, 40—q-60-30=0

215-6,0 —6,0-6,0-3,0
B = 4,0

SF, =0

= 525kN

A, =B, =525kN
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3) Odredivanje unutarnjih sila

Presjeke definiramo na mjestima promjene

1P =10,0 kN —q=6,0 kN/m’
e , . - opterecenja 1 promjene geometrije. Bitno je
N c N uotiti kako imamo &vor u kojem se sastaju tri
o| elementa (stup i dvije grede) koji ¢e imati
Y| potpuno razli¢ite unutarnje sile. Stoga
A IR moramo definirati presjeke 2, 3 i 4, kako je
/o AB prikazano. U ovom koraku radimo kao da
Ay By oo
Ay By nema zgloba u tocki C.
.20 | 20 6,0 ,
Presjek Skica Unutarnje sile
m, A N, = —A, = —36,5kN
M
1 'r":b‘lr V, = —A, = —=525kN
h, M; = 0 kNm
N2
M.
.,
N, = —A, = —36,5 kN
2 s V, = —A, = =525 kN
M, =—A,-40 =—-21,0 kNm
Ns = 0 kN
3 Vs = —P = —10,0 kN
My =—P-2,0 = —20,0 kNm
N, = —A, = —5,25 kN
M,=—-A,-4—P-2
= —41,0 kNm
NS = —Ax = —5,25 kN
Vs =A,—P—q-8=-215kN
5 Ms=A,8—A,-4—P-10—¢
-8-4
AN = —21,0 kNm
Ay
Mg Ne
T Ng = —B, = —21,5 kN
6 = Ve = B, = 5,25 kN
1‘<_B“ Mg = —B, 4,0 = —21,0 kNm
By
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Presjek Skica Unutarnje sile
M, f”? N; = —B, = =215 kN
\-
7 |<_; V; = By = 5,25 kN
TBY ! M, = 0 kNm
Mo, /9= 6,0 KN/
Sai x=V/q=215/6=358m
Minex N Mpnax = By 3,58 — B, - 4,0 — q
AB 3,582
T‘_Bv By - 17,52 kNm
3.58

4) Dijagrami unutarnijih sila

P=10

OKN' —q=6,0kN/m'

l

20

525

40

525

[T@TITTH

215

26.5

100 [[[|©]

I

20.0

ol

x=21.5/6=3.58m

INERIOIRRNER|

[T

215

5.25

21.015]

121.0 kNm

Kao i u prethodnom zadatku pozitivne
vrijednosti uzduznih i1 poprecnih sila
crtamo s vanjske strane okvira, dok kod
momenta savijanja pozitivne vrijednosti
crtamo unutar okvira.

Uzduzna sila u gredi, odnosno precki
okvira jednaka je vrijednosti
horizontalnih reakcija, te je negativhog
predznaka jer horizontalne reakcije
djeluju jedna prema drugoj (tlacna sila).
U stupovima su takoder tlacne sile od
vertikalnih reakcija koje djeluju prema
gore.

Na dijagramu popre¢nih sila mozemo
vidjeti kako se mijenja u skladu sa silama
koje djeluju poprecno na elemente okvira.

Kako bismo izradunali maksimalni
moment, moramo odrediti  mjesto
nultocke dijagrama poprecnih sila.

Kako je ranije napomenuto, u ¢voru u
kojem se sastaju tri elementa imamo tri
razli¢ite vrijednosti unutarnjih sila. No i
ovdje postoje pravila kojima mozemo
provjeriti izracun. Naime, u tom c¢voru
imamo tri razliite vrijednosti momenta,
no zbroj vrijednosti na stupu i gredi
prepusta mora se poklapati s vrijednosti
momenta na precki okvira.

Naravno i ovdje vrijedi da u momentnom dijagramu nulto¢ka mora pasti na mjestu zgloba C.
Dijagrame Srafiramo okomito na os elementa.
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6.5.3. Okvirne konstrukcije — 3. primjer

g =12 kKN/m’

N T T T T T T TV T T T T T 7] ] Treba odrediti i nacrtati dijagrame unutarnjih
C sila.

o

o]

Al A B

VA
) 6.0 (10,10,
1) Odredivanje reakcija
Pretpostavimo horizontalne i vertikalne

q = 12 kN/m' reakcije okvira, pa ih zatim izratunamo.

RN EEEEEEE

Prilikom analize dijela okvira, s ciljem
odredivanja horizontalnih reakcija, sustav
moramo razdvojiti u poluzglobu C. Kako se
radi o poluzglobu, ispravno je razdvojiti
sustav na nacin kojim ne presijecamo gredu,
ve¢ samo zglob, odnosno poluzglob. Stoga
ako analiziramo desnu stranu od poluzgloba
C, obuhva¢amo samo kosi stup BC, nikako
ne i prepust grede desno od poluzgloba C.

3.0

AXB'TA'y
6.0

ZMA=0
By,-70-q-80-40=0

_12@-&0-¢0_5486kN
v 7,0 S
XYM =0

q:80:-30-4,-70=0

_12,0-8,0-3,0

= 41,14 kN
y 7,0 ’
YME =0

B,+1,0~B,*3,0=0
1
B, =3By = 1829 kN

SF, =0
A, =B, = 18,29 kN

Isto smo mogli dobiti ako uo¢imo kako je kosi stup BC po definiciji Stap, pa reakcija B mora
leZati na pravcu $tapa. Iz toga proizlazi kako je omjer By/By= 1/3.
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2) Odredivanje unutarnjih sila

Presjeke definiramo na mjestima promjene opterecenja i promjene geometrije. Kako je element
BC po definiciji Stap, u njemu imamo samo uzduznu silu i dovoljan je samo jedan presjek duz
elementa. Vrijednost uzduzne sile najjednostavnije dobijemo primjenom Pitagorina poucka, s
time da predznak uzduzne sile moramo odrediti ovisno o orijentaciji sila.

Presjek Skica Unutarnje sile
Mﬁb Ny = —A, = —41,14 kN
1 ,!\_;l')1 V, = —A, = —18,29 kN
t\y M; = 0 kNm
m, AN2
!
N2 = —Ay = —41,14' kN
2 - V,=—-A, =-1829 kN
| M, = —A, 3,0 = —54,86 kNm
)
Ay
P
. v 3 N; =—A, =-18,29 kN
3 « Vs =A, =41,14 kN
ATA M; = —A, 3,0 = —54,86 kNm
Ay
a=12kN/m'’
[ N, = —A, = —1829 kN
. . 6.0 WV, Vo=A,—q 6=-3086kN
My=A4,-6—-4,-3—q-6-3
Ax ,r = —24,0 kNm
Ay
y — a=12kN/m Ns = 0 kN
5 @é‘[F Vs=q-2=240kN
L, 20 Ms=—-q-2-1 =-240kNm
Ng
M*",\?ve Ng = — /B,% + B2 = —57,83 kN
6 By Vg =0 kN
|
BYRRB M6 = 0 kNm
=12kN/m’
¢| Vo x=V/q=41,14/12 = 343 m
1 3.43
Mmax @ M0 = Ay -343—-A4,-30—¢q
3,432
Ax 1\ . = 15,65 kNm
A, 2
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3) Dijagrami unutarnjih sila

q =12 kN/m'
o PIIII TP TIT T IIllT]
C

. 6.0 10,10,
18.20 TSI

o

N
41.14
57.83 kN

41.14

g

(LTI TCR T[]
» A
co

) £
o a

&

—

o]

Il

w

LY

[#8)

3
444444444444A¢44
g }

o
(o]
?/ cn ?

V

24.0 kNm

i
54.86 TR
15.65
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6.5.4. Okvirne konstrukcije — 4. primjer
g = 10,0 kN/m'
RN E N -
Cq D Treba odrediti i nacrtati dijagrame
N unutarnjih sila.
P=40kN o
—_— qu_.
O_
N
A B | |
8.0 2.0

1) Provjera stati¢ke odredenosti zadanog sustava

S=n3-22-r=3-3-2:2-5=0 - stati¢ki odreden sustav

2) Odredivanje reakcija

q=10,0 kN/m' Pretpostavimo  horizontalne i
C .« Vertikalne reakcije, te u upetom
D o osloncu A moment upetosti Ma.
P=40kN o :
3 12 Ako postavimo sume momenata
o na toCke oslonca A i B kako smo
A B to do sada radili, u oba izraza ¢e se
A~ AT =B " kao nepoznanica pojaviti moment
MW upetosti, pa tako ne¢emo uspjesno
& 8,0 2,0 % i i
’ , DL odrediti reakcije.

Ispravan i najjednostavniji nacin za rjeSavanje ovog tipa zadatka je odmah na pocetku postaviti
sume momenata na unutarnje zglobove C i D, pri ¢emu u oba sluc¢aja moramo analizirati istu
stranu koja ne ukljucuje upeti oslonac. Tako ¢emo dobiti sustav dviju jednadzbi s dvjema
nepoznanicama. Stoga postavimo izraze za sumu momenata na zglobove C i D, pritom
analiziraju¢i desnu stranu.

YME =0
B,-10,0 —B,-4,0—¢-10,0:50=0
YME =0

B, 20—B, 40—q-20:1,0=0

Kako je -Bx'4,0 zajednicki faktor u oba izraza, izdvojimo ga iz izraza i izjedna¢imo preostalo.
B,-10,0—-¢-10,0-50=B,-20-q-2,0-1,0
B, -(10,0-2,0) =q-10,0-50—¢q-2,0-1,0

_q-10-5-q-2-1_10-(10-5-2-1)
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Kada smo odredili By, uvrstimo ga u jedan od prethodnih izraza kako bismo izrac¢unali By.

B, 10,0 - B, 4,0—¢-10,0-50=0

B _60'10—10'10'5
o 4
Zatim odredimo preostale reakcije Ax i Ay pomocu uvjeta ravnoteze horizontalnih i vertikalnih
sila na cijelom sustavu.

= 25,0 kN

SF=0

Ay +P =B, =0

Ay =B, —P=—150kN

SF, =0

A, +B,—q-100=0

A, =10,0+10,0 — B, = 40,0 kN

Na kraju odredimo moment upetosti Ma tako da postavimo sumu momenata na jedan od
oslonaca, u ovom slucaju na oslonac A.

SM, =0
B, 10,0 —q-10,0-50—P-2,0—M, =0
M,=60-10—10-10-5—40-2 = 20 kNm

2) Odredivanje unutarnjih sila
Presjeke definiramo na mjestima promjene optereenja i promjene geometrije.

U nastavku su izraCunate unutarnje sile u samo nuzno potrebnim presjecima, preostalo se moze
utvrditi primjenom pravila za odredivanje dijagrama unutarnjih sila.

g = 10,0 KN/m'
C 1
+° Cih 8
D o
P=40kN o
—:ﬁi %3
o
o
—> A "B
AX b7 BXP =
MW«, 8,
) 8,0 , 20
Presjek Skica Unutarnje sile
Mﬁ'* Ny = —A, = —40,0 kN
V.
1 A_>|’M1 V, = —A, = 15,0 kN
WAy i M, = M, = 20,0 kNm
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Presjek Skica Unutarnje sile
N3 = —A, = —40,0 kN
3 Vs =—A, —P =—250kN
M; =M, —A,-2,0 =50,0kNm
N = —A, —P =—-250kN
5 Vs = Ay, = 40,0 kN
Ms=M,—A,-4—P-2=0kNm
Ng = =B, = —25,0 kN
6 Ve = —B, = —60,0 kN
Mg = —B, - 4,0 = —100,0 kNm
)
AP AT
N; = =B, = —60,0 kN
7 = V, = B, = 25,0 kN
1‘<_B M, = =B, 4,0 = —-100,0 kNm
B,
x=V/qg=60/10=6,0m
Mmax Mpax = By *6,0—B,-40—¢q
6,02
' T = 80,0 kNm
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4) Dijagrami unutarnjih sila

g = 10,0 kN/m'
l o
| ~
P=40kN | o
—_— I =
| o
| o~
s trrrd : 4;7 °F °F
|
‘V 8,0 . 20 ;
\ ' |
\ : |
| | |
SENEEEEEEENEENEEEEEEISEEEEEENIEEEE 250
| | 1 '
I | I
] | ]
— | ]
g N | %
- | —
[ | ]
1 40.0 kN : 60.0—]
\
\ | l
\ l |
400%—;—“ | |
| I - |
| . 600
| | H
25.0 kN | | ®
| V | ]
| | u
| | H
15.0 | : L1 250
\ |
| | ! |
\ | | 100
| | | .
\ | I 3
i
\%L ® W 100
80.0 kNm
50.0
M
20.0
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6.6. ReSetkaste konstrukcije

Razvoj celicnih i armiranobetonskih konstrukcija omogucio je realizaciju konstrukcija sve veéih
raspona. Kod grednih i okvirnih nosaca, nosivost je najées¢e ograni¢ena Krutosti na savijanje.
Najefikasniji nacin poveéanja nosivosti grede je povecanje visine poprefnog presjeka jer se time
povecéava krak unutarnjeg momenta koji se opire savijanju. Time se povecava i otpornost presjeka.

Medutim, povecanje visine (dimenzija) grede vodi i do povecanja vlastite teZine, Sto smanjuje ukupnu
uéinkovitost. Rjesenje se nalazi u racionalnom oblikovanju presjeka, primjerice koristenjem |-
presjeka (slika 6.25.), kod kojeg je vecina materijala smjestena u gornjoj i donjoj zoni — gdje su
naprezanja najveé¢a — dok je sredina presjeka (hrbat) tanja. Na taj na¢in moZe se posti¢i poveéanje visine,
time i nosivosti, bez znacajnijeg povecanja tezine.

/ L — /} i
Sl bl & : a E\j i

Slika 6.25. | — presjeci kao racionalno oblikovanje poprecnih presjeka u cilju poveéanja visine i
smanjenja vlastite tezine

Ovaj princip materijalne uéinkovitosti doslovno se prenosi na reSetkaste gredne nosace, Koji se
intenzivno razvijaju od druge polovice 19. stoljeca. Presjek resetkastog nosaca ¢ine dva pojasa — gornji
i donji koji su medusobno povezani vertikalnim i kosim elementima na odredenom razmaku.

Slika 6.26. Optimizacija u cilju poveé¢anja visine i smanjenja teZine nosaca — puni — resetkasti nosac

Ako su veze izmedu elemenata zglobne, kvadratna forma (samo s vertikalnim elementima) medu
pojasevima nije stabilna — stoga se u resetke umecu dijagonale, kako bi se svi elementi pretvorili u

WI 1$ ; If‘; ;

Slika 6.27. Formiranja stabilne strukture od Stapova spojenih zglobno dodavanjem dijagonala
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Trokut je geometrijski nepromjenjiv oblik, ¢ak i kada su spojevi zglobni, zbog ¢ega je osnovni
gradevni element reSetkastog sustava. ReSetkasti nosaci nastaju nizanjem trokuta.

Slika 6.28. Primjer nizanja stabilnih trokutastih struktura u cilju dobivanja reSetkastih nosaca

Resetkasti gredni nosaci rezultat su Zelje da se dobiju nosa¢i s minimalnim utroS§kom materijala. Bitno
su povoljniji od punih i sa¢astih nosa¢a. Generalno, resetkasti nosaci sastoje se od medusobno povezanih
pojasnih Stapova i Stapova ispune (dijagonale i vertikale) koji formiraju trokutastu strukturu.

Stapovi i unutarnje sile

Stapnim elementom, ili kra¢e §tapom, nazivamo ravni konstruktivni element koji je s podlogom ili s
drugim dijelovima konstrukcije povezan zglobovima na svoja dva kraja, pri ¢emu i sve vanjske sile na
Stapu djeluju iskljucivo na njegovim krajevima. Iz tog se razloga ravnoteZa Stapa svodi na ravnotezu
dviju rezultantnih sila na njegovim Krajevima. One ¢e biti u ravnoteZi samo ako su jednake, suprotne
inaistom pravcu. ,,Isti pravac” je dakako os Stapa (spojnica dvaju krajeva stapa) pa ¢e u svakom presjeku
Stapa postojati samo sila duz njegove osi, 0dnosno iskljuc¢ivo uzduzna sila. Popre¢na sila i moment bit
¢e jednaki nuli.

ReSetkasti nosa¢ najcesée je drugacije oblikovan gredni nosa¢. Ako postignemo (projektantskim
rjeSenjem) da zglobno povezanim elementima reSetkastog nosaca vanjsko opterecenje u vidu sila djeluje
isklju¢ivo u zglobovima, osigurat ¢emo uvjete da su elementi reSetke Stapovi: zglobno su pri¢vrséeni, a
opterecenje djeluje iskljuéivo na krajevima. U tom ¢e slu¢aju u svim elementima reSetke postojati samo
uzduzne sile. Time je cijeli sustav racionaliziran i lako ga je proracunati.

Slika 6.29. Primjer stropne konstrukcije izveden od resetkastih nosaca
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U sluc¢aju najcesceg, vertikalnog opterecenja obicna se greda deformira tako da je u gornjoj zoni presjeka
tlak, u donjoj vlak. Analogno ¢e u reSetkastoj gredi u Stapovima gornjeg pojasa djelovati tlacéne, a u
Stapovima donjeg pojasa vla¢ne sile, analogno ponasanju obiéne grede. Stapovi dvaju pojasa trebaju, po
principu sprega, osigurati nosivost na moment savijanja dok ¢e Stapovi ispune (dijagonale i vertikale)
osigurati nosivost na popreéne sile.

Dakle, kod vertikalnog opterecenja, gornji pojas reSetkastog nosaca nalazi se u tlaku, a donji pojas je
vlaéni. Pojasevi zajedno preuzimaju moment savijanja, dok vertikale i dijagonale prenose poprec¢ne
sile (slika 6.30.).

T Ty Fg Fs

{ ©O1§y Oz y O3 y O4 ; 1 l
" D, | R B4 ——
Uq V2 NV % vs
— _—
VAN Uq V2 Ug U4 VAN B AN
P/2 P P , 2
\/'6
* _/f A
e D
< \
‘ vV M
| -~ U,
2 . B 1:
R e

Slika 6.30. Izgled resetkastog nosaca optere¢enog u évorovima i logika preuzimanja unutarnjih sila
(momenta savijanja i poprecne sile)

Slika 6.31. Rostiljna konstrukcija od resetkastih nosaca

Osnove statike za arhitekte 119



6. Konstrukcijski sustavi

Resetkasti nosa¢i mogu tvoriti ravninske ili prostorne rostiljne — sustave s gredama u dva smjera
(najéesc¢e medusobno okomita). Najefikasniji su kod kvadratnih tlocrta, gdje svaki smjer prenosi
polovicu ukupnog opterecenja. Prihvatljivo ga je izvoditi i nad tlocrtima kod kojih omjer duze i krace
stranice nije ve¢i od dva. Rostilji se najcesée izvode krutim vezama u ¢vorovima, a mogu i prostornim
zglobnim vezama.

Zbog mogucnosti oblikovanja bilo kakve forme nizanjem trokuta, resetkasti sustavi pogodni su i za
zakrivljene, prostorne pa ¢ak i skulpturalne konstrukcije. Zbog toga je resetkasti konstruktivni sustav
vrlo Cesto izabrani sustav brojnih arhitektonskih realizacija od sredine proslog stoljeca.

Slika 6.32. Suvremena arhitektonska realizacija s reSetkastim nosacima

Slika 6.33. Prostorna zakrivijena resetkasta konstrukcija
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Montaza i modularnost

Buduc¢i da je resetkasti nosac sastavljen od vise manjih dijelova, pogodan je za montaZu u segmentima,
Sto je nerijetko od velike vaznosti pri realizaciji tehnoloski zahtjevnih projekata. Montaza u dijelovima
moze znatno olaksati (ili uopée omoguciti) transport velikorasponskih konstruktivnih elemenata,
pojednostavniti izvedbu privremenih potpornih konstrukcija za montazu ili pak organizaciju
gradilista u skucenim gradiliSnim uvjetima.

Slika 6.34. Fotografija montaze resetkastih nosaca veceg raspona

Neki proizvodaci razvili su modularne sustave reSetkastih konstrukcija. Najpoznatiji je primjer
sustav MERO, koriSten za krov Poljudskog stadiona i Zracne luke Zagreb. Kada se ne koristimo
gotovim sustavom, zglobnu vezu u ¢voru moZzemo osigurati tako da se 0si svih elemenata sijeku u
jednoj to¢ki — tada sile u ¢voru ¢ine centralni sustav sila, a moment u ¢voru jednak je nuli.

I

Normalni ¢vor u gornjem pojasu

Slika 6.35. Izgled montaznog ¢vora resetkastog nosaca
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Slika 6.36. Zracna luka u Zagrebu — primjer prostorne MERQO reSetke

Stati¢ka odredenost reSetke

Resetkasti nosaci takoder mogu biti staticki odredeni i neodredeni. Broj §tapova (S) i ¢vorova (n) u
ravninskoj resetki povezani su izrazom:

s=2n—3. (6.7.)
o Ako je razlika pozitivna, sustav je nestabilan.
e Ako je jednaka nuli — resetka je stati¢ki odredena.
e Ako je negativna — resetka je stati¢ki neodredena.
Uvijek treba paziti jer se ne smije dogoditi da je ,,s“ pozitivan jer bi tada sustav bio nestabilan.
Postupci proracuna - odredivanja unutarnjih sila u resetki

Odredivanje unutarnjih sila (sila u $tapovima reSetke) provodimo metodom presjeka, kao i u sluc¢aju
ostalih konstruktivnih sustava. Razlika je u tome §to zamisljenim presijecanjem nosaca ne odredujemo
uzduznu i popre¢nu silu te moment savijanja, ve¢ iskljuéivo uzduzne sile u presjeCenim Stapovima.
Uobicéajeni postupak naziva se Ritterova metoda: sile se odreduju iz triju momentnih jednadzbi
ravnoteze na tri presjeciSta trazenih sila (Ritterove tocke). Sile je moguce odrediti i Culmannovim
(grafi¢kim) postupkom primjenom pravila za ravnotezu Cetiriju sila na poznatim pravcima djelovanja,
pri &emu je jednoj sili poznata i veli¢ina. Zelimo li odrediti sile u svim $tapovima resetke, koristimo se
tzv. metodom ¢vorova. Postavimo uvjete ravnoteZe centralnog sustava sila (graficke ili analiti¢ke)
za prvi ¢vor u kojem imamo barem jednu poznatu i najviSe dvije nepoznate sile. Nakon §to odredimo
sile u odabranom ¢voru, nastavljamo sa susjednim povezanim ¢vorom koji ispunjava gornje uvjete
(barem jedna poznata sila, ne vise od dvije nepoznate), koriste¢i se dobivenim vrijednostima sila iz
prethodnog ¢vora. Cremonin plan sila grafi¢ka je verzija metode ¢vorova kod koje se poligoni sila
crtaju na jedinstvenom poligonu pa je svaka sila prikazana samo jednom.
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Opis pojedinih postupaka proracuna

a)

b)

c)

Metoda presjeka (Ritterova metoda) analiticki je postupak koji se temelji na primjeni jednadzbi
ravnoteze za presjeceni dio nosaca. Koriste se tri momentne jednadzbe kroz tzv. Ritterove tocke.

Postupak:

1. Izvr$i zamiSljeni presjek kroz najvise tri Stapa u kojima Zzeli§ odrediti sile.

2. Odvoji jednu stranu konstrukcije (lijevu ili desnu) i postavi tri jednadZbe ravnoteze:
o YFx=0

o YFy=0
o YM=0 (moment oko tocke kroz koju prolaze dvije od triju presjecenih sila, da
se eliminiraju)

3. Rjesavanjem tih jednadzbi dobivaju se vrijednosti trazenih sila.

Prednost: brzo i efikasno za odabrane Stapove.
Ogranicenje: ne koristi se za odredivanje sila u cijeloj resetki.

Metoda ¢vorova analiticki je, ali i graficki postupak kojim se sluzimo kad Zelimo odrediti sile u
svim Stapovima. Rjesava se ¢vor po €vor, pri ¢emu svaki mora imati najvise dvije nepoznate sile.

Postupak:
1. Po¢ni od ¢vora u kojem su najvise dvije nepoznate sile (idealno uz jednu poznatu).

2. Natemelju ravnoteze sila u x i y smjeru (3 Fx =0, Y Fy = 0) izraunaj nepoznate sile ili,
ako se rjesava graficki, svaki ¢vor grafi¢ki uravnotezi zatvaranjem poligona sila.

3. Prijedi na sljedeci susjedni ¢vor u kojem su sada najvise dvije nepoznate sile.
4. Nastavi postupak dok se ne odrede sve sile u svim Stapovima.

Prednost: omogucuje kompletan proraéun cijelog nosaca.
Ogranicenje: moze biti dugotrajan za vece resetke.

Graficki postupak (Culmannov) grafi¢ki je postupak koji se koristi pravilom ravnoteZe €etiriju
sila na poznatim pravcima. Prikladan je za ru¢no odredivanje.

Postupak:
1. Nacrta se konstrukcija u razmjeru i oznace svi $tapovi i ¢vorovi.
2. Zna se veli¢ina barem jedne sile (npr. vanjsko opterecenje).

3. Koristeci se pravilom o ravnotezi Cetiriju sila, na poznatim pravcima crtaju se poligoni sila
za ¢vorove.

4. 1z duljina vektora u poligonu sila odreduju se veli¢ine unutarnjih sila.

Prednost: brz pregled odnosa medu silama, pogodno za rano oblikovanje.
Ogranicenje: niska to¢nost, posebno kod manjih ili vrlo opterec¢enih resetki.

d) Cremonin plan sila graficka je verzija metode ¢vorova. Radi se o grafickom postupku koji se

koristi jedinstvenim poligonom sila (tzv. Cremonin plan) za cijelu resetku. Svaka sila u Stapu
prikazuje se samo jednom.
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Postupak:
1. Oznadi svaki Stap reSetke po abecedi.
2. U konstrukciji oznaci ¢vorove i definiraj pravce djelovanja svih sila.

3. Za svaki ¢vor crta se poligon sila, koji se spaja s poligonima susjednih ¢vorova tako da se
svaka sila prikazuje istom duzinom i smjerom.

4. Duljine vektora u planu proporcionalne su stvarnim silama u Stapovima.

Prednost: vizualno pregledno, prikazuje odnose sila u cijeloj konstrukciji.
Ogranicenje: zahtijeva precizan crteZ i dobru orijentaciju u prostoru.

Prethodno opisani postupci (metode) detaljno ¢e se pojasniti na sljede¢im primjerima jer je pomocu
primjera najjednostavnije shvatiti primjenu odredenog postupka.

6.6.1. Resetkaste konstrukcije — 1. primjer

,20m 20m Zadan je konzolni reSetkasti nosac.
| | |

Treba provjeriti staticku odredenost zadanog nosaca i
Ritterovom metodom odrediti sile u Stapovima oznaCenima
presjekom R-R.

1) Provjera staticke odredenosti i odredivanje reakcija

Prikazimo zadani sustav pojednostavljeno statickom shemom i provjerimo staticku odredenost
zadanog sustava:

s=2k-3 — 5=2-4-3

Kako je stap koji se prikljucuje na oslonac B izdvojen iz
reSetke, on se ne uracunava u broj Stapova resetke S.

20m 20m

Stoga za broj Stapova uvr§tavamo 5, §to je jednako
razlici 2-4-3 i zakljuGujemo kako je zadani sustav
staticki odreden.

Pretpostavimo reakcije u osloncima A i B te ih zatim
izracunamo. Kako je ranije spomenuto, Stap koji se

prikljucuje na oslonac B izdvojen je iz resetke, pa se
pravac reakcije poklapa s pravcem S$tapa, iz Cega
proizlazi kako je reakcija u osloncu B horizontalna.

ZMA =0
B,-20-P-20—P-40=0

_10-2+10-4

X . = 30,0 kN
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ZMB =O
A,-20—-P-20—-P-40=0

10-2+10-4
x=——F>——=300kN

YE, =0

Ay,—2-P=0

Ay =2-10 = 20,0 kN

2) Odredivanje sila u Stapovima
Na mjestu zadanog presjeka R-R zamiSljenim presjekom
V2,0mk2,0m‘v ] g presj z i presj

I razdvojimo reSetkasti nosac na dva dijela i dalje rjeSavamo

S -
samo desni dio. Stapove koje smo presjekli zamjenjujemo
S o silama Si, Sz i Sa. Kako bismo izracunali navedene sile u
g o Stapovima, najprije moramo definirati Ritterove tocke I i
6— III gdje se sijeku pravci presjecenih Stapova. Zatim
_ postavimo sumu momenata na pojedinu tocku i odredimo
P=10kN 5 . y
P=10kN trazenu silu u Stapu.
ZM[ =0

$,:20—-P-20-P-40=0
_10-2+10-4
= 2

= 30,0 kN (vlak)

S3:20+P-20=0

~10-2
S3 = ——— = 100 kN (tlak)

Kako su sile S1 i Ss paralelne, Ritterova tocka I nalazi se u beskona¢nosti, pa ¢emo za izraun
sila S, postaviti izraz za ravnotezu vertikalnih sila.

VE, =0
Szy+2'P:0
Sy =—2-10=-20,0 kN

Kako je vertikalna komponenta sile S; jednaka S,,, = S, - sin45°, vrijednost sile S, iznosi:

Sy =200
S, = - — 28,28 kN (tlak
2T 5in45° 0,707 (tlak)
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6.6.2. ReSetkaste konstrukcije — 2. primjer

P=40kN
R |P=4,0kN

Ritterovom metodom treba odrediti sile u Stapovima
oznacenim presjekom R-R.

Najprije pretpostavimo i odredimo reakcije.
Oslonac B horizontalno je pomican (klizni)
lezaj, stoga u njemu moze nastati samo
vertikalna reakcija. Kako su obje sile P
vertikalne, reakcija A takoder mora biti
vertikalna.

Kada smo odredili reakcije, preporuéljivo je
2,0 2,0 20 2.0 napraviti kontrolu preko sume vertikalnih sila.

YM, =0

Ry 80—P-40—-P-60=0
_4-4+4-6
B~ 8

YMg =0

=50kN

P-40+P-20—R,-80=0
R _4-4+4-2
4T 8

LE, = 0 (kontrola)

= 3,0 kN

Ri+Ry—2-P=0

2) Odredivanje sila u Stapovima

Na mjestu zadanog presjeka R-R zamisljenim presjekom
razdvojimo reSetkasti nosa¢ na dva dijela i dalje rjeSavamo
samo desni dio. Stapove koje smo presjekli zamjenjujemo
silama S;, Sz i S3 te odredimo Ritterove toc¢ke I, ILi 111.

Prije daljnjeg izrauna moramo jo$ odrediti kut a koji sila Sy

zatvara s horizontalom. Taj kut identican je kutu sile S».

1
tana = 7 - a = 26°33'
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Najprije izracunavamo silu S; pomocu Ritterove tocke I, gdje se sijeku sile S i Sa.

s Kose sile uvijek rastavljamo na x i y komponente. Kako je
HV\ S, P=4kN o sila po definiciji klizni vektor, njezin je u€inak identi¢an bez
obzira na to gdje je rastavljamo na komponente. Iz toga

~—

@(S; ® S— proizlazi kako je optimalno silu rastaviti na komponente na
S, mjestu gdje ¢e jedna od komponenata prolaziti kroz tocku na
20 20 Rg=5kN koju racunamo moment. To nam olakSava izracun jer ta
komponenta ne daje moment, pa je izracun laksi i brzi, a i
manja je vjerojatnost pogreske u radu.
XM; =0

S;x 20—P-20+Rz-40=0

_4:-2-5-4

= —6,0 kN
1x 2

Kako je horizontalna komponenta sile S; jednaka S;, = S; - cos 26°33’, vrijednost sile S;
iznosi:
Six -6,0

S, = =——=—6,71kN (tlak
17 0s26°33' 0,89 (tlak)

Dalje izra¢unavamo silu S; pomocu Ritterove tocke II, gdje se sijeku sile Sy i Ss.

P=4kN Ponovo je trazena sila rastavljena na komponente u tocki gdje

St 2| jedna od komponenata prolazi kroz tocku na koju ra¢unamo
@ -—
moment.
S,4 1=
) ‘ O |
S2¢ ;rsﬂy S3
Rg=5kN
20 2,0

Syy 40 +P-20=0

—4-2
Say = = —2,0 kN
Kako je vertikalna komponenta sile S; jednaka S,,, = S, - sin 26°33’, vrijednost sile S iznosi:
Say =20

= =——=—447kN
52 §126°33 0,45 AT kN (tlak)

Preostala sila S; horizontalna je, a njezinu vrijednost dobivamo preko Ritterove tocke III, gdje
se sijeku sile S i So.

ZMIII = 0
Rg-20—-S5;-1,0=0
Sy =5-2=10,0 kN (vlak)
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6.6.3. ReSetkaste konstrukcije — 3. primjer

P
vL Na zadanom jednakostranicnom trokutu opterecenom silom P treba
odrediti sile u Stapovima grafickim postupkom.

1) Odredivanje reakcija

Iako nije nuZzno za rjeSavanje
zadatka, najprije pretpostavimo i

. odredimo reakcije.
A - Kako su sve sile vertikalne, za
e @7 7 Pol  odredivanje reakcija koristimo se
B T veriznim poligonom.
o Za daljnje tjeSavanje zadatka

numeriramo §tapove i ¢vorove
reSetke.

2) Odredivanje sila u Stapovima grafickom metodom ¢vorova

L P cvor @ évor @ cvor @

Kako smo ranije odredili reakcije, u svakom od ¢vorova nam je poznata jedna sila, a nepoznate
dvije sile. Stoga mozemo krenuti od bilo kojeg ¢vora. Krecemo od ¢vora I, u kojem
uravnotezimo silu P sa silama u Stapovima 1 i 2 te prenesemo orijentaciju sila na plan sila. Zatim
prelazimo na ¢vor 1. Kako smo prethodno utvrdili da je sila u Stapu 1 orijentirana prema ¢voru
I, a sila mora biti konstantna duZ Stapa, sila u Stapu 1 mora takoder biti orijentirana prema ¢voru
I1. Stoga kod rjeSavanja ¢vora IT kre¢emo od poznate sile u Stapu 1, koja je orijentirana suprotno
od orijentacije te sile kod rjeSavanja ¢vora 1. Uravnotezimo silu u Stapu 1, reakciju A i silu u
Stapu 3. Nakon toga ponovimo korak za ¢vor broj III, pri ¢emu moramo okrenuti orijentacije
sila u Stapovima 2 i 3. Na kraju pomoc¢u mjerila o¢itamo vrijednosti sila, a orijentacija na planu
sila govori nam kako su sile u Stapovima 1 i 2 tlaéne (-), dok je sila u $tapu 3 vlacna (+).
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6.6.4. ReSetkaste konstrukcije — 4. primjer

P;=4,0 kN P, =6,0kN . . L
R Grafic¢kim postupkom presjeka treba odrediti sile u
¢ Stapovima oznaCenim presjekom R-R, a zatim
o ve e w .o . . . .
| O0znaciti Stapove u kojima je sila jednaka nuli.
Az R B<x
5%20=100m

1) Odredivanje reakcija

Kako bismo odredili reakcije, najprije moramo definirati mjerilo i nacrtati plan sila. Zadane sile
P1 i P2 vertikalne su, reakcija Rs takoder je vertikalna jer je na mjestu horizontalno pomi¢nog
oslonca, pa i reakcija Ra mora biti vertikalna. Stoga se za odredivanje reakcija sluzimo veriznim
poligonom. Produzimo pravce sila P1 i P2 na poligonu sila te ih u definiranom mjerilu nacrtamo
u poligonu sila. Definiramo pol veriznog poligona i nacrtamo zrake te ih prenesemo na plan sila.
Pri tome uo¢imo da sila P; zatvara trokut sa zrakama 0 i 1, pa se pravci sile Py i zraka 0i 1
moraju sjeci u istoj to¢ki. Isto vrijedi za silu P2 i zrake 1 i 2. Zaklju¢na zraka (S) spaja tocke
sjeciSta pocetne zrake 0 s pravcem reakcije Ra i sjeciSta zavr$ne zrake 2 s pravcem reakcije Re.
Prikazimo dobivene reakcije na poligonu sila te pomoc¢u mjerila o¢itajmo dobivene vrijednosti.

Vezano za Stapove u kojima je sila jednaka nuli, uo¢imo ¢vorove u kojima se spajaju dva Stapa
koji nisu paralelni. Ako pokuSamo rijeSiti ravnotezu takvog ¢vora, mozemo zakljuciti kako je
ravnoteza ispunjena jedino u slucaju kada su sile jednake nuli. Stoga zaklju¢ujemo kako sile
moraju biti jednake nuli u dva neopterecena ugaona ¢vora u kojima se spajaju dva Stapa.

P, = 4,0 kN P, =6,0 kN MJ: lem ... Im
R R4 lem... 1kN

Re \ Ocitano:
R, =80kN
Ry =2,0kN

2) Odredivanje sila u Stapova grafickom metodom ¢vorova

Kako bismo odredili sile u oznacenom presjeku R-R, zamiS$ljenim presjekom razdvojimo
redetkasti nosa¢ na dva dijela i dalje rjeSavamo samo lijevi dio. Stapove koje smo presjekli
zamjenjujemo silama Si, Sz i Sa. Sada na dijelu nosaca koji analiziramo imamo 5 sila, pa za
daljnji izracun moramo reducirati broj sila na najvise 4. To moZemo napraviti na nacin da
pronademo rezultantu reakcije Ra i sile P1. Navedena rezultanta Rez omedena je zrakama 1 i (S),
pa na planu sila pronademo sjeciste tih dviju zraka i nacrtamo rezultantu.
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Ml: 1lem..1m
lem... 1 kN
Ra
AN
N \OA)
N ~ S3
Rez
| S,
|
L
| | S1=0 R N Ocitano:
S2 = 5,66 kN (vlak) 8 R, =80kN
S3 = - 4,0 kN (tlak) \ Ry =2.0kN

Sada imamo cetiri sile (Rez, S1, Sz i S3) koje mozemo rijesiti pomo¢u Culmannova pravca.
Postavimo Culmannov pravac kroz tocke gdje se sijeku Si, S s jedne strane te Rez i Sz s druge
strane. Prenesemo C.P. u poligon sila i rije§imo ravnotezu (zatvorimo trokut sila) Rez, Sz i C.P.
Nakon toga rije§imo ravnotezu (zatvorimo trokut sila) C.P., S1, Sy. Kako sila Sy leZi na istom
pravcu na kojem je i C.P., preostala sila S; mora biti jednaka nuli.

Na kraju prenesemo dobivene orijentacije sila te pomo¢u mjerila ocitamo vrijednosti sila iz
poligona sila. Orijentacija sile S, govori nam kako je sila u tom S$tapu vla¢na (+), dok je
orijentacija sile Sz tla¢na (-).

6.6.5. Resetkaste konstrukcije — 5. primjer

20m 20m Zadan je konzolni reSetkasti nosaC opterecen silom P.
Potrebno je metodom Cremona odrediti sile u svim
%f B Stapovima.
o)
~ P=40kN

1) Odredivanje reakcija

L _ L MJ:1em...1m
Plan sﬂa_. o | Poligon sila: lem . 10 kN

=

Oc¢itano:
R, =89kN
Rp=80kN

Kako bismo odredili reakcije, sjetimo se prvog grafi¢kog uvjeta ravnoteZze; tri sile su u ravnotezi
kada se sijeku u istoj tocki. Kako znamo pravac sile P, a reakcija Rs mora lezati na pravcu
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jedinog Stapa koji se prikljucuje na oslonac B, produzimo pravce sila i pronademo njihovo
sjeciste. Preostala reakcija Ra mora prolaziti kroz to sjeciste i tocku oslonca B.

Prenesemo pravce sila u poligon sila, pri ¢emu je bitan redoslijed crtanja sila. Sile nanosimo u
poligon redoslijedom kako na njih nailazimo obilaze¢i oko sustava u smjeru kazaljke na satu.
Dakle, polazimo od poznate sile P koju nacrtamo u mjerilu, zatim nanesemo pravac reakcije Ra
kroz vrh sile P, pa nakon toga pravac reakcije Rs kroz pocetak sile P. Zatvorimo poligon sila,
prenesemo orijentacije sila na plan sila i pomoc¢u mjerila o€itamo vrijednosti dobivenih reakcija.

2) Odredivanje sila u Stapova grafickom metodom Cremona

Kada smo odredili reakcije, prelazimo na odredivanje sila u Stapovima. Kod metode Cremona
svaku silu, ukljucujuci i reakcije, prikazujemo samo jednom na papiru. Stoga na poligonu sila
na kojem smo rijesili reakcije u nastavku rjeSavamo sve sile u Stapovima. Zbog boljeg
razumijevanja i redoslijeda rada ovdje ¢e se zadatak rijesiti korak po korak.

Najprije numeriramo sve $tapove i kre¢emo s rjeSavanjem ¢vora u kojem imamo bar jednu
poznatu i najviSe dvije nepoznate sile. Rijesimo najprije ¢vor B u kojem imamo samo reakciju
Rg i silu u stapu 1. Kako smo reakciju Rg ve¢ ranije odredili i prikazana je u poligonu, sila u
Stapu 1 mora biti jednaka, ali suprotnog smjera. Dobivenu orijentaciju sile 1 prenesemo na plan
sila.

=

Zatim rjeSavamo ¢vor A u kojem nam je poznata reakcija Ra, a trazimo sile u Stapovima 2 i 3.
Sile nanosimo u poligon sila redoslijedom kako na njih nailazimo obilaze¢i oko ¢vora u smjeru
kazaljke na satu, pocevsi od prve poznate sile. Znamo reakciju Ra, u njezin vrh postavimo pravac
sile u $tapu 2, a pravac sile u $tapu 3 postavimo u pocetak reakcije Ra. Zatvorimo poligon sila,
te prenesemo dobivene orijentacije sila 2 i 3 na plan sila.

1
P N | =
Re + 1 ' Rg

B \

P 5

Nakon toga prelazimo na ¢vor u kojem imamo od ranije odredenu silu u Stapu 3, a trazimo sile
u Stapovima 4 i 6. Najprije okrenemo orijentaciju sile u Stapu 3. Sila u $tapu 4 okomita je na
Stapove 3 i 6, pa su sile u Stapovima 4 i 6 jednake i suprotnog smjera, a sila u $tapu 4 mora biti
jednaka nuli.
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P

\
\
36 ;

4

U idu¢em ¢voru imamo poznate sile u Stapovima 1 i 2, a trazimo silu u Stapu 5 (sila u Stapu 4
iznosi nula). Okrenimo orijentacije ranije odredenih sila 1 i 2 pa rijeSimo i taj ¢vor.

3,6

3,6

Kona¢iizgled Cremonina plana sila za ovaj zadatak izgleda kako je prikazano u nastavku. Ovdje
su sve vanjske i unutarnje sile prikazane samo jednom.

Na kraju pomoc¢u mjerila o¢itamo vrijednosti sila iz poligona sila, a orijentacija na planu sila

govori nam kako su sile u Stapovima 2, 3 i 6 tla¢ne (-), dok su sile u §tapovima 1 i 5 vla¢ne (+).

MJ: 1em..05m
lem ... 10 kN

Plan sila: Poligon sila:

Sile u stapovima (kKN): .
Stap; 1 2 3 4 5 6 O¢itano:
V(+) | 80 0 |57 R,=89kN
T(-) 57 40 0] 40 R;=80 kN
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6.7. Vierendeelov nosac

Na tragu ideje o poveéanju nosivosti pomocu principa reSetkastog nosaca, belgijski inzenjer Arthur
Vierendeel (1852. — 1940.) osmislio je specifi¢an tip nosaca ¢iji su gornji i donji pojas povezani
isklju¢ivo vertikalnim elementima — bez dijagonala, koje su inace karakteristicne za klasi¢ne
reSetkaste sustave. S obzirom na to da je osnovni element njegova nosaca Getverokut, veza izmedu
vertikala i pojasa morala je biti kruta kako bi se osigurala stabilnost.

b) Nestabilni reSetkasti nosac — spojevi Stapova su zglobni bez dijagonala — Kinematski mehanizam

2 2 N D TG

N A A A A A/

¢) Stabilni Vierendeelov nosac — spojevi Stapova su kruti
Slika 6.37. Logicna transformacija s klasicnog resetkastog nosaca na Vierendeelov nosac

Osnovni je element ovog nosaca pravokutni okvir, pri éemu su spojevi izmedu vertikala i pojasa kruti,
Sto znaci da prenose i momente savijanja. Za razliku od resetkastih nosaca, kod kojih su ¢vorovi obi¢no
zglobni i sile se prenose samo kao osne sile, u Vierendeelovom nosacu svaki element je opterecen i
momentima savijanja, posmi¢nim silama i osnim silama.

— = &

U B

Slika 6.38. Izgled opterecenog i deformiranog Vierendeelova nosaca

Osnove statike za arhitekte 133



6. Konstrukcijski sustavi

a) Optereceni i deformirani Vierendeelov nosac s 8 polja

J,
|
—5 _IR

b) Prikaz unutarnjih sila koje se javljaju u pojasnicama — ravnoteza dijela uz lezaj

¢) Prikaz uzduznih sila u pojasnicama — U gornjoj pojasnici je tlak, a u donjoj je vlak

I

i e — |

T

o e, |

d) Prikaz poprecnih sila u pojasnicama — pojasnice za razliku od klasicnih resetki imaju velike
poprecne sile, pogotovo Sto su blize leZaju (isto je i s vertikalnim Stapovima)

NN~
NORCR [ AL
R e o

e) Prikaz momenata savijanja u Stapovima — vidljivi znacajni momenti na mjestu krutih veza

Slika 6.39. Izgled opterecenog, deformiranog Vierendeelova nosaca s unutarnjim silama — vidljivo da
osim uzduznih sila ima i savijanje Stapova (slicno okvirnim konstrukcijama)
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Prikaz unutarnjih sila u Vierendeelovu nosacu

Za razliku od reSetkastih nosaca, kod kojih se sile prenose uglavnom osno, u Vierendeelovu nosacu
elementi su optereceni kao grede i okviri — svaki pravokutni otvor ponasa se poput okvira optere¢enog
vertikalnim silama.

U tipi¢nom Vierendeelovu nosacu s vise polja:
e gornji pojas vecinom je tlano opterecen i na savijanje
e donji pojas vlacno je opterecen i na savijanje
e vertikale prenose posmic¢ne sile i imaju zna¢ajne momente savijanja
e U ¢vorovima se javljaju izrazeni momentni skokovi, osobito kod promjena optereéenja.

Zbog toga je analiza ovog nosaca sloZenija od analize klasicne resetke i zahtijeva upotrebu metoda za
rjeSavanje krutih okvira (npr. metoda konac¢nih elemenata, metoda krutih veza i sl.).

Prvi takav nosac, raspona 31,5 metara, predstavljen je krajem 19. stoljea na Svjetskoj izlozbi u
Bruxellesu. Ubrzo nakon toga, Vierendeelov koncept nasao je primjenu u Zeljezni¢koj infrastrukturi,
gdje je zamijenio dotad dominantne resetkaste konstrukcije.

Slika 6.40. Vierendeelov most u Gremmene u Belgiji — vidljivi kruto oblikovani ¢vorovi

U suvremenoj arhitekturi, Vierendeelov nosa¢ Cesto se koristi kao visokostijeni nosa¢, osobito na
procCeljima javnih, poslovnih i stambeno-poslovnih zgrada. Visokostijeni nosac¢i imaju visinu vecu ili
jednaku polovini raspona, a ¢esto se izvode u visini jedne ili viSe etaza. Njihova je prednost u odnosu
na reSetkaste nosace u slobodnijoj organizaciji prostora i moguénosti izvedbe vecih otvora na
proceljima jer nema kosih dijagonala koje bi ometale raspored.

Iako je izvorno zamiSljen kao celi¢na konstrukcija, Vierendeelov nosa¢ se danas cesto izvodi od
armiranog betona, jer je u tom materijalu lakse izvesti krute veze u ¢vorovima. Naime, zbog velikih
unutarnjih sila koje nastaju u spojevima, izvedba u ¢eliku zahtijeva sloZeniju i skuplju tehnologiju.
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Slika 6.41. Zgrada na Cvjetnom trgu u Zagrebu - suvremena primjena Vierendeelova nosaca

6.8. Ostale sastavljene konstrukcije

Neke sastavljene konstrukcije ne mogu se svrstati ni u jednu od prethodno obradenih tipologija. One su
Cesto kombinacija viSe konstrukeijskih sustava ili sadrze razliCite tipove elemenata koji zajednicki
djeluju.

Na sljede¢em primjeru (slika 6.42.) prikazana je ovjeSena konstrukcija mosta. Zelimo li odrediti
reakcije na osloncima i sile u §tapovima, prvi je korak analiza karakteristika pojedinih elemenata.

Konstrukcija se sastoji od:

e Gerberova nosaca (greda mosta)

e triju §tapova: dviju zatega i jednog stupa.
Oslonci:

e lezajevi A'i G su nepomicni zglobni oslonci

e lezaj B je klizni zglobni oslonac.

A, — D BAG\F

Slika 6.42. Primjer sastavljene konstrukcije — zavjeSeni most s Gerberovim nosacem
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Analiza ravnoteZe — graficki postupak

UZAD! | STUPCY.
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Na izdvojenoj desnoj strani Gerberova nosaca djeluju tri sile:
1. silau zatezi (Stap D—E) — poznat je njezin pravac
2. reakcija na lezaju B — poznat je pravac djelovanja
3. reakcija u zglobu C — pravac djelovanja treba odrediti.

Budu¢i da se radi o ravninskom sustavu s tri sile, poznato je da se uvjet ravnoteZe moze ispuniti samo
ako se pravci svih triju sila sijeku u jednoj tocki. 1z toga slijedi da i pravac sile u zglobu C mora
prolaziti sjeciStem pravaca prvih dviju sila.

Nakon $to je odreden pravac sile u zglobu C, moze se analizirati lijeva strana Gerberova nosaca. |
ovdje imamo tri sile:

e silau zglobu C (ve¢ poznat pravac)
e vanjska sila P (poznat pravac — vertikala)
e reakcija na lezaju A (nepoznat pravac).

Primjenom istog pravila o sjeciStu pravaca, odreduje se i pravac reakcije u to¢ki A. Na temelju tih triju
pravca zatvara se trokut sila, kojim se mogu graficki ili analiticki odrediti veli¢ine svih triju sila.

Odpredivanje sila u Stapovima

Kad je poznata veli¢ina sile u zglobu C, moze se formirati novi trokut sila izmedu:
e sileuzglobu C
o sileu zatezi D-E
¢ reakcije na leZaju B.

Iz tog trokuta odreduju se preostale nepoznate sile.
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Ostaje jos odrediti:
e Vla¢nu silu u zatezi E-F
e tlacnu silu u stupu E-G.

Te se sile odreduju iz jo$ jednog trokuta sila. U ovom sluéaju koristimo se izdvojenim ¢vorom E na
vrhu stupa, koji predstavlja centralni sustav sila. Taj sustav ¢ine:

o dvije zatege (D-E i E-F) — vla¢ne sile
e jedan stup (E-G) — tla¢na sila.
Zatvaranjem trokuta sila potvrduje se ravnoteza ¢vora i omogucuje odredivanje svih sila u sustavu.

U nastavku je rijeSen primjer grednog nosaca s prepustom objesen kosom vjesSaljkom (Stapom).

6.8.1. Sastavljene konstrukcije — 1. primjer

Treba odrediti i nacrtati dijagrame unutarnjih
sila za prikazanu sastavljenu konstrukciju.

o
M P=12kN
. 4.0 , 20 10,

1) Odredivanje reakcija

Prvi je korak u rjeSavanju zadatka odredivanje reakcija, pa najprije pretpostavimo njihov smjer,
a kako bismo dobili ispravnu orijentaciju, sjetimo se da je reakcija suprotna od akcije. Ako
zamislimo kako ¢e se deformirati zadani sustav, mozemo uociti kako se uslijed djelovanja
kontinuiranog opterecenja q i Sile P element AC rasteze, odnosno tocka A ima tendenciju
pomaka udesno, prema dolje. To znaci kako ¢e reakcija A djelovati suprotno (kako bi sprijecila
navedeni pomak), dakle Ax djeluje ulijevo, a Ay prema gore. Po istoj logici mozemo pretpostaviti
orijentaciju reakcija By i By. Sada moZemo izracunati reakcije primjenom analitickih uvjeta
ravnoteze.

SMp =0

Ay 40—q-40:-20—P,-7,0=0
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. 80-40-20+120-7,0

= 37,0 kN

H

ZMAZO

4,0

B,-40-q-40:20-P,-7,0=0

y

B — 8,0-40-20+12,0-7,0

4,0

= 37,0 kN

Vertikalne reakcije mozemo izracunati na dva nacina. Prvi i najjednostavniji nacin jest da
uoc¢imo kako je element AC §tap, pa znamo kako reakcija A mora lezati na pravcu Stapa. Iz toga
proizlazi kako je omjer vertikalne i horizontalne komponente reakcije A jednak omjeru stranica
trokuta koji zatvara duzina AC s vertikalnom i horizontalnom stranicom.

Ay 40
Ay 6,0

Ay =2/3-37,0 = 24,67 kN

4.0

. 6.0

ZMC=0

-

Ay-40—-A4,-60=0

p 40
V' 76,0

2) Odredivanje unutarnjih sila

A

.)T\\
A
\;5

S

4.0

3

™ P=12kN
g=8kN/m’ \\ l
—c
%E?ﬂilLLLLiilh ar
/’Tg\, 4.0 , 20 10,

A 1

Drugi je nacin da sustav razdvojimo na dva
dijela u poluzglobu C i analiziramo izdvojeni
element AC s pripadaju¢im reakcijama u
osloncu A. U tocki C postoje unutarnje sile,
no sigurno ne postoji moment jer se radi o
zglobu (kada gledamo od strane elementa
AC), pa mozemo postaviti sumu momenata
na totku C. Tako dobivamo omjer
komponenti reakcija Av i An, bez odredivanja
unutarnjih sila u (polu)zglobu C.

2
Ay ==-37,0 = 24,67 kN

Kada smo odredili reakcije, prelazimo na
izracun unutarnjih sila. Prema pravilima za
odredivanje dijagrama unutarnjih sila
trebamo postaviti presjeke neposredno prije
i poslije svake od sila, odnosno na mjestu
promjene opterecenja. Tako dobivamo
presjeke 1 - 4, presjek neposredno prije sile
P nam nije potreban, a na Stapu AC
postavljamo samo jedan presjek broj 5 (bilo
gdje na Stapu), jer se uzduz Stapa ne
mijenjaju unutarnje sile.

Osnove statike za arhitekte

139



6. Konstrukcijski sustavi

Presj. Skica Unutarnje sile
[ % Ny = —By = —37,0 kN
1 Bx_ﬁﬂa'ﬁ V, = By = 19,33 kN
ﬂ M1 = 0
| /- g=8kN/m' } " N, = —By — 37,0 kN
2 Bx >:|\ .1,9?2 V, =B, —q-4,0=—-12,67 kN
B V.
T 4.0 P M, =By -4—q-4-2=1332kNm
— q:8|(|\|/m' N3 = _BH - 37,0 kN
s | e ' | BM; Vy=By,—q-40=—12,67 kN
X
By ‘o oV | My=B,-6-q-4-4
*‘ * i = —12,02 kNm
" V4 P=12kN N4_ =0
4 ﬁé‘r—‘l V, =P =12,0kN
1.0 M,=-P-1=-12,0kNm
A Ay} Ne = 4
s =
Ax <*
5 Ns = /AZ + AZ
NG S
L N = 44,47 kN
S
x=V/q=1933/8=242m
g=8kN/m'
My Mpox =By-x—q-x-x/2
Mmax | Bx \B‘ﬁ Mppax = 19,33 2,42 — 82,42
By % )
2.42 2,42/2

Mpax = 23,35 kNm

Uocimo kako u presjecima 1, 2 i 3 analiziramo samo segment grede BC, dok Stap AC i oslonac

A nisu ukljuceni u analizu. Za kontrolu dosadasnjeg izra¢una usporedimo dobivenu vrijednost

momenta u presjeku 4 s vrijedno$¢u momenta u presjeku 3. Kako se radi o istoj to¢ki, vrijednost
bi trebala biti ista, a ako i postoji minimalna razlika, ona nastaje zbog zaokruzivanja. U presjeku
5 odredujemo unutarnje sile u Stapu AC, pa znamo da poprec¢na sila i moment savijanja moraju
biti jednaki nuli. Iznos uzduzne sile N moZemo izracunati zbrajanjem uzduznih komponenti sila
Ax i Av po lokalnoj osi x ili, jednostavnije, odrediti rezultantu reakcije A primjenom Pitagorina
poucka. U drugom slucaju pripazimo na predznak uzduzne sile, koji moramo sami odrediti
ovisno o orijentaciji sile Ns i reakcije A.

Ns = Ay -cosa + Ay sina

A Ay

i i
Ay <*

N; = 37-cosa + 24,67 -sina = 44,47 kN

t = 0 = 33°41'24"
= — el
ang=-o-0a

1]

RS
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6. Konstrukcijski sustavi

3) Odredivanje dijagrama unutarnjih sila

A

40

=]

Sroll [T Tl T
\

Myayx=23.35 kNm

Na dijagramu uzduznih sila mozemo
vidjeti kako se uzduzna sila javlja na
Stapu AC i gredi izmedu tocaka B i
C. Pri tome je na Stapu AC uzduzna
sila vlacna, dok je na gredi izmedu
tocaka B i C ona tlacna. To odgovara
oc¢ekivanoj  deformaciji  sustava,
odnosno pocetnoj analizi kada smo
odredivali smjer reakcija A i B. Na
prepustu grede, desno od poluzgloba
C, nema uzduzne sile, jer nema
utjecaja od kojeg bi nastala.

Na dijagramu popre¢nih sila
mozemo vidjeti kako se mijenja u
skladu sa silama koje djeluju
popre¢no na gredu, $to se u ovom
slucaju poklapa s vertikalnim silama.

Na momentnom dijagramu vidimo
kako u krajnjim tockama imamo
vrijednosti momenta jednake nuli, a
na mjestu poluzgloba C imamo lom
koji nastaje od vertikalne
komponente sile u Stapu AC.
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Svaki staticki prora¢un konstrukcije temelji se na dvama osnovnim koracima:
1. dimenzioniranju konstrukcijskih elemenata
2. dokazu njihove mehanicke otpornosti i stabilnosti.

Za provodenje potpunog proracuna nije dovoljno poznavati samo vrste opterecenja i staticki sustav, vec
je nuzno razumjeti i mehani¢ko ponasanje materijala, odnosno otpornost materijala — granu fizike
koja proucava kako se tijela opiru vanjskim silama, deformacijama i lomovima.

Otpornost materijala omogucuje nam:
e dapovezemo opterefenja s unutarnjim silama i naprezanjima
o darazumijemo kako geometrijska svojstva presjeka utjecu na nosivost i deformacije

e da izraCunamo grani¢ne vrijednosti koje konstrukcijski elementi mogu podnijeti prije nego
dode do oStecenja, izvijanja ili loma.

U ovom poglavlju obradujemo temeljne pojmove koji ¢ine osnovu svakog statickog proracuna:
e geometrijska svojstva ploha (povrSina, teziste, moment inercije, moment otpora)
e naprezanja (normalna i posmi¢na)

e osnovne deformacije i stabilnost elemenata.

7.1. Geometrijska svojstva ploha

U gradevnoj statici 1 otpornosti materijala, kljuno je razumjeti kako geometrija popre¢nog presjeka
utjeCe na ponasanje konstrukcijskih elemenata pod opterecenjem. Geometrijska svojstva presjeka
odreduju kapacitet prijenosa unutarnjih sila i otpornost na deformacije, naprezanja i gubitak stabilnosti.
Ona su temelj za prora¢un nosivosti elemenata poput greda, stupova i plo¢a te omogucuju pouzdano i
ekonomi¢no dimenzioniranje konstrukcija.

NajvaZnija geometrijska svojstva presjeka jesu: povrSina presjeka, teziSte, staticki momenti
povrsine, moment tromosti (moment inercije), moment otpora i radijus inercije. Svako od njih ima
svoju ulogu u analizi ponaSanja elemenata pri djelovanju razli¢itih vrsta opterecenja Sto ¢e biti
pojasnjeno u sljede¢im poglavljima o naprezanju i deformaciji.

Ovdje ¢e se samo ukratko opisati izrazi za izracun najvaznijih geometrijskih svojstava i kako se oni
racunaju. Za detaljniju teorijsku analizu i proracun geometrijskih svojstava autori upucuju na literaturu:
[7] Simié, V.: Otpornost materijala I.

Op¢i poprecni presjek smjeSten u ravninski koordinatni sustav, koji je osnova za proracun geometrijskih
svojstava, dan je na slici 7.1. Primjenom odgovarajucih izraza (integracijom dijelova povrsine
prikazanog presjeka) odreduju se najvaznija geometrijska svojstva.
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Slika 7.1. Prikaz opéeg oblika poprecnog presjeka smjestenog u koordinatni sustav

1. PovrSina (ploStina) presjeka — A

Povrsina presjeka predstavlja ukupnu veli¢inu poprecne povrsine elementa kroz koji djeluje unutarnja
sila. Klju¢na je za izracun naprezanja, stabilnosti i nosivosti.

Opéi izraz:
A= dA (7.1)

gdje je: A —ukupna plostina presjeka koja nastaje integracijom dA; dA— elementarna (malena) povrsina
unutar presjeka.

Jedinica:
[mm?], [cm?], [m?] (ovisno o skali crteza i kontekstu)

Koristi se za:
e izratun normalnog naprezanja: c =N/ A
e odredivanje ukupne mase i tezine konstrukcijskog elementa
e odredivanje teziSta i ostalih geometrijskih svojstava.

2. Staticki moment povrSine — S

Staticki moment povrsine opisuje raspodjelu povrsine presjeka u odnosu na neku os. Njime se ne
koristimo za proracun naprezanja, ali je vazan kod odredivanja posmi¢nih naprezanja i kod izra¢una
tezista.
Opdi izraz:

Sy=[z-dA S,=[y-dA (7.2)

gdje je: Sy — staticki moment povrSine u odnosu na os y; S; — stati¢ki moment povrsine u odnosu na os
z; dA— elementarna (malena) povrsina unutar presjeka; z, y — udaljenost dA do referentne osi.

Jedinica:

[mm?], [cm?], [m?]

Koristi se za:
e raCunanje posmiénih naprezanja: t=(V -S)/(b-I)
e odredivanje tezista presjeka.
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

3. Teziste presjeka

Teziste je tocka unutar presjeka kroz koju ,,prolazi® ravnoteza povrsine. To je i 0s simetrije kod
simetri¢nih presjeka.

Opdéi izraz:

Sz
A

S
Yy = 7, =2 (7.3)

A

gdje je: yi, z— udaljenosti od referentnih osi — definiraju poloZzaj tezista; Sy, S;— staticki momenti povrsine
u odnosu na os y i z; A— plostina presjeka.

Pojednostavljeni izraz za sloZene presjeke:

_ XAz _ YAy

" Zt (7.4)

Ve Ak

gdje su: yi, y.— udaljenosti od referentnih osi — definiraju polozaj tezista; z;, y;— udaljenosti tih pojedinih
povrsina do referentnih osi; Ai — plostina dijela presjeka; A — ukupna plostina presjeka koja odgovara
zbroju A.

Jedinica:
[mm], [em], [m]

Koristi se za:
e odredivanje polozaja neutralne osi kod savijanja
o lociranje maksimalnih naprezanja u presjeku
e sve slozenije statiCke analize.

NE o7
b/2  b/2 b3 2b/3 o
I I - il
7
o€
- -\_IT = — =
AP ) ;
o %y
Q )
b b

Slika 7.2. Polozaj tezista presjeka za jednostavne i najcesée koristene presjeke

4. Moment tromosti (moment inercije) — |

Moment tromosti mjeri otpor presjeka savijanju. Sto je veéa udaljenost mase (povrsine) od neutralne
osi, to je veci otpor savijanju.

Opdéi izraz:
L,=[, z*-dA I,=], y*-dA (7.5)

gdje je: I, — moment inercije u odnosu na os y; I, — moment inercije u odnosu na 0s z; z, y — udaljenost
dA do referentne osi; dA— elementarna (malena) povrsina unutar presjeka.
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Pojednostavljeni izraz — Steinerovo pravilo:

Moment tromosti s obzirom na zadanu os jednak je zbroju momenta tromosti s obzirom na paralelnu
teziSnu os 1 umnoska povrsine presjeka i kvadrata udaljenosti zadane i tezi$ne osi (Steinerov stavak).

I, =%L,; +2A; -z} I, =Xl +Z4; -y} (7.6)

gdje je: Iy — moment inercije u odnosu na os y; I, — moment inercije u odnosu na os z; lyi — moment
inercije u odnosu na os y za dio presjeka; I — moment inercije u odnosu na os z za dio presjeka; Ai —
plostina dijela presjeka, zj, yi— udaljenosti tih pojedinih povrsina do referentnih osi.

Jedinica:
[mm?*], [em®], [m?]
Koristi se za:
e izraCun naprezanja pri savijanju: 6 = M- y/ |
e u formuli za posmi¢no naprezanje
e u proracunima deformacija i stabilnosti (npr. izvijanje: Pxr = n>-E-1/ L?).

Momenti tromosti za jednostavne presjeke:
a) Moment tromosti pravokutnog presjeka oko teziSne osi:

b-h3 h'b3
2 Iy =" (7.7)

Iy = 12
gdje je: b— sirina pravokutnog presjeka; h — visina pravokutnog presjeka. (Vidi sliku 7.2.)
b) Moment tromosti trokutnog presjeka oko tezisne osi

b-h3 h-b3
2 I = (7.8))

Iy = 36
gdje je: b— girina trokutastog presjeka; h — visina trokutastog presjeka. (Vidi sliku 7.2.)
¢) Moment tromosti kruznog presjeka oko tezisne osi

I =

rim
- (7.9.)
gdje je: r—radijus kruznog presjeka. (Vidi sliku 7.2.)

Moment tromosti slozenih presjeka mozemo odrediti kao zbroj ili razliku momenata tromosti svake
pojedina¢ne povrsine na tezi$nu os slozenog presjeka koriste¢i se ve¢ navedenim Steinerovim pravilom.

5. Moment otpora — W

Moment otpora predstavlja geometrijsku veli¢inu koja opisuje otpornost poprecnog presjeka na
savijanje. Moment otpora definira se kao omjer momenta inercije i udaljenosti od neutralne osi do
najudaljenije tocke presjeka

Opdi izraz:

Iy

Wy:’y W, =

Zmax Ymax

(7.10.)

gdje je: Wy — moment otpora u odnosu na os y; W, — moment otpora u odnosu na os z; l, — moment
inercije u odnosu na os y; I, — moment inercije u 0dnosu Na 0S Z; Zmax, Ymax— udaljenosti od tezista do
najudaljenije toc¢ke presjeka u smjeru odgovarajuce osi.
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Opéi izraz u praksi:

Uglavnom se analiziraju najudaljenije to¢ke dolje i gore od tezista pa govorimo o momentima otpora
gore i dolje. Stoga izraze ¢esto piSemo na ovaj naéin:

_ Ly _ b
Wyq =2 Wy =2 (7.11)
Iz v
Wy == Wy =1 (7.12)

gdje je: Wy« — moment otpora dolje u odnosu na os y; Wy, — moment otpora gore u odnosu na 0s y; Wy
— moment otpora dolje u odnosu na os z; W, — moment otpora gore u odnosu na os z; I, — moment
inercije u odnosu na os y; I, — moment inercije u odnosu na os z; zq — udaljenosti po z osi od tezista do
donjeg ruba presjeka; zg — udaljenosti po z osi od tezista do gornjeg ruba presjeka; yq — udaljenosti po y
osi od tezisSta do donjeg ruba presjeka; Yq — udaljenosti po y osi od tezista do gornjeg ruba presjeka,
Jedinica:

[mm?], [em?], [m?]

Koristi se za:
e izracun naprezanja pri savijanju: 6 =M /W
e analize slozenih naprezanja i kosog savijanja.

Momenti otpora za pravokutne presjeke:

a) Moment tromosti pravokutnog presjeka oko teziSne osi:

_ Iy _bhr? _ I, _ hb?
y = h/2 - 6 zZ — b/Z - 6 (713)

gdje je: b— 8irina pravokutnog presjeka; h — visina pravokutnog presjeka. (Vidi sliku 7.2.)

Slijede primjeri na kojima ¢e se pokazati izratun prethodno opisanih geometrijskih karakteristika
presjeka.

7.1.1. Geometrijska svojstva ploha — 1. primjer

Z, .. . - .
1 B [T Treba odrediti polozaj teziSta, momente
A A inercije Iy i I, te momente otpora Wy; i Wy, za
N zadani presjek.
=
(&)
o
©
8, 16 8 *
T

146 Osnove statike za arhitekte



7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Prisjetimo se opc¢enitih izraza za pravokutni presjek:

Povrsina: v Zt
A=b-h

Moment inercije za pravokutni presjek: ’\’yl
1 _bA I—h.b3 Yo
yoo120 P 12

Ako Zelimo izracunati moment inercije oko neke druge osi, a koja nije teziSna os, uvodimo
Steinerov stavak. Navedeni stavak ¢ini umnozak povrSine A i kvadrata udaljenosti od tezista
navedene povrSine do osi na koju raCunamo moment inercije.

Tako na primjer moment inercije oko rubne osi yo odredimo pomocu izraza:
— . 2
Ly=1,+Az

Kada znamo izraze za pravokutni presjek, mozemo izracunati navedene vrijednosti za bilo koji
slozeni presjek koji se moze sastaviti ili rastaviti na pravokutne presjeke.

Zadanu povrsinu analiziramo kao veliki pravokutnik A; iz kojeg je izrezan manji pravokutnik
povrsine A». Izratunamo kako slijedi:

Povrsina: A1 =32-40 = 1280 cm? A,1
A, =16-16 = 256 cm?
Ay = 1280 — 256 = 1024 cm? N
Teziste: g A
A -20—A,-8 128020 —256-8 V.
Zt = = = 5 0|8
Aur 1024 @ l
ACX s o0}
A;j-16—A,-16 Ay -16 NAEDAL Ly o ¥
Ve = . 2 = Uk = 16cm (ocito) 8, 16 .8, %
Ayg Ay ’ _'16 PN A
pR=10 2

Momenti inercije:

32- 403 )\ [16-16° 2 4
L, = P + 4, (23 -20)2% | - v +A4,-(23-8)7)=119125cm

40323 .\ [16-16° 2 4
L=\~ *+4 (16=16)? |~ (—=—+4, (16— 16)? | = 103765 cm

Momenti otpora:

I, 119125
=== =5179 cm3
Zt 23

L, 119125
940 — 2z, 17

y.d

w, = 7007 cm3
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

7.1.2.

Geometrijska svojstva ploha — 2. primjer

Treba odrediti polozaj tezista, momente inercije i momente
otpora za zadani presjek.

N N
8
£ g
QO x
3
a o
' I8
X % - %> Yo
, 40 20,
A 7 #
N 60 cm .
7 #

Prisjetimo se opcenitih izraza za pravokutni, trokutni i kruzni presjek:

Presjek Povrsina Moment inercije
. h3
pravokutni A=b-h [ = b-h
12
b-h b-h3
trokut A= ——o I =
2 36
4
krug A=1’m [ = %

Kada znamo opcenite izraze, mozemo izracunati navedene vrijednosti za bilo koji sloZeni
presjek koje se moze sastaviti ili rastaviti na jednostavne presjeke. Ako zelimo izraunati
moment inercije oko neke druge osi, a koja nije teziSna os, tada uvodimo Steinerov stavak.
Navedeni stavak ¢ini umnozak povrsine A i1 kvadrata udaljenosti od teziSta navedene povrsine

do osi na koju raCunamo moment inercije.

Zadanu povrSinu analiziramo kao kvadrat A; iz kojeg je
izrezan trokut povrSine A; i krug povrSine Asz. Izra¢unamo

kako slijedi:
A; = 60-60 = 3600 cm?
A, = 30-30/2 = 450 cm?

PovrSina:

50

Az = 152 = 706,86 cm?
Au = 3600 - 450 - 707 = 2443,14 cm?
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Teziste:
. _ . _ . Zg
Zt:A1 30— A, 50 — Az - 20 L 30 ﬂ,ﬁz 0,
Auk e ~
_ 360030 — 450 - 50 — 706,86 - 20 o |
B 2443,14 gl ' Q
= 29,21cm 8| % - 1
™~ b
A; 30— 4,10 — A5 - 40 @ Q
Ye = A X % =¥y
u 30.79 ' 29.21
_ 360030 — 45010 — 706,86 - 40 L
B 244314 * *
= 30,79cm

Momenti inercije:

60 - 603 30-303
L, = < + A4, (29,21 - 30)2> - < + A, (29,21 — 50)2>

12 36

15% -1
. ( Ay (2921 - 20)2> — 765526,37cm*

60 - 603 .\ (30-30° 2
I = [~ + 41" (30,79 = 30)? ) = [ =—+ 4, - (30,79 ~ 10)

15% -1
— ( 2 + A5+ (30,79 — 40)2> = 765526,34 cm*

Momenti otpora:
W oLy _ 76552637
¥d g T 29,21
L 765526,37
Wx = =
Y9760 — 2, 30,79
_ I, _ 765526,34
Ty 30,79

W = I, 76552634
29 60—y, 2921

= 26207,68 cm?

= 24862,82 cm?

W, a = 24862,82 cm?

= 26207,68 cm?
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7.2. Naprezanja

Naprezanja u elementima konstrukcija nastaju uslijed djelovanja unutarnjih sila na popre¢ni presjek.
Osnovna podjela naprezanja je na normalna - ¢ i posmi¢na - T naprezanja, ovisno o smjeru djelovanja
sile u odnosu na presjek.

Normalna naprezanja nastaju uslijed djelovanja uzduznih sila (N) i momenta savijanja (M), dok
posmic¢na naprezanja proizlaze iz poprecne sile (V) i momenta torzije (T). U ovom poglavlju ne¢emo
se baviti torzijskim naprezanjima.

Normalna naprezanja

a) Normalno naprezanje od uzduzne sile N:

N
o="1 (7.13)

gdje je: o— normalno naprezanje u presjeku — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?; N — uzduzna sila u
presjeku; A — povrsina ili ploStina popre¢nog presjeka.

N | i~ |>— N
-« — ___J'\'l\ i

1
= \

N

Slika 7.3. Prikaz djelovanja uzduzne sile i posljedicno jednolikih normalnih naprezanja

b) Normalno naprezanje od momenta savijanja M:
o= %y (7.14))

gdje je: o— normalno naprezanje u presjeku — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?; M — moment savijanja
u presjeku; I —moment tromosti oko osi oko koje je i savijanje; y — udaljenost tocke u kojoj se odreduje
normalno naprezanje od tezista presjeka.

Kod savijanja, nulta linija normalnog naprezanja prolazi kroz teZiste presjeka. Na jednoj strani presjeka
razvija se zatezanje, a na drugoj tlacenje.

M
(L=
NN

Slika 7.4. Prikaz djelovanja momenta savijanja i posljedicno linearno promjenjivih normalnih
naprezanja po visini presjeka

Y

Nas uglavnom zanimaju maksimalna naprezanja, a ona su najveca na najudaljenijim tockama presjeka

od tezista. Stoga se maksimalna normalna naprezanja mogu odrediti preko izraza:
M

o=1 (7.15))

gdje je: — normalno naprezanje u presjeku — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?; M — moment savijanja
u presjeku; W —moment otpora oko osi oko koje je i savijanje.
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Posmicna naprezanja
Posmicna naprezanja pojavljuju se kada je sila paralelna s presjekom — poprecne sile V. Racunaju se
prema izrazu:

_ Vs

T= (7.16.

gdje je: 7— posmicno naprezanje u presjeku — mjerna jedinica je MPa ili N/'mm?; V — popreéna sila U
presjeku; I — moment tromosti oko 0si okomito na smjer djelovanja poprecne sile; S — staticki moment
povrsine oko osi okomite na smjer sile V; b — Sirina presjeka na mjestu to¢ke u kojoj ra¢unamo posmi¢no
naprezanje z.

Najveca vrijednost posmicnog naprezanja nalazi se u teZiStu presjeka.

MO, ?

Slika 7.5. Prikaz djelovanja poprecne sile i raspodjele posmicnih naprezanja po visini presjeka

Za pravokutni presjek najveée posmicno naprezanje iznosi:
Tmax = 1,5 % (7.17)

gdje je: 7— posmi¢no naprezanje u presjeku — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?; V — popreéna sila u
presjeku; A — povrsina popre¢nog presjeka.

Generalno u konstrukcijama imamo djelovanje vise vrsta unutarnjih sila. Posljedi¢no tome u presjecima
se javljaju i normalna i posmicna naprezanja. Najbolji primjer za to je obi¢na greda opterecena
jednolikim optere¢enjem prikazana na slici 7.5. Na toj slici se moze vidjeti promjena normalnih i
posmicnih naprezanja u presjecima ovisno o promjeni unutarnjih sila.

LTV IQIHHIIIIHHH
M

V““I[[[[[[M O)

———
—

Slika 7.6. Prikaz promjene normalnih i posmicnih naprezanja u ovisnosti o promjeni unutarnjih sila
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SloZeno naprezanje

U slucaju kada istovremeno djeluju uzduzna sila i moment savijanja, razvija se slozeno naprezanje.
Ukupno (maksimalno) naprezanje odreduje se principom superpozicije pojedinih utjecaja sukladno
izrazu:

N M

gdje je: o— normalno naprezanje u presjeku — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?; N — uzduzna sila u
presjeku; A — povrsina ili plostina popreénog presjeka; M — moment savijanja u presjeku; W — moment
otpora oko osi oko koje je i savijanje.

Kod ovakvog stanja, nulta linija naprezanja ne mora prolaziti kroz teziste, ve¢ se pomice prema strani
gdje prevladava jedno od naprezanja.

B- 17

Slika 7.7. Prikaz zbrajanja naprezanja za slozeno stanje naprezanja — princip superpozicije

Koso savijanje

Koso savijanje nastaje od opterecenja koje uzrokuje savijanje oko osi koja je postavljena koso u odnosu
na glavne osi. Stoga kao posljedica kosog savijanja nastaje savijanje oko obje osi:

M, =M :-cosa M, =M -sina (7.19)

gdje je: My i M, — komponente rastavljenog momenta savijanja oko osi y i z; o — kut koji zatvara moment
savijanja s osi y.

q (F)

Slika 7.8. Prikaz kosog savijanja i rastavljanja momenta savijanja na komponente

Normalno naprezanje kod kosog savijanja iznosi:
o=+-24 M (7.20))
Wy T Wy,

gdje je: —normalno naprezanje u presjeku — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?; M, i M, — komponente
rastavljenog momenta savijanja oko osi y i z; Wy i W, — moment otpora oko osi oko koje je i savijanje.
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

lzvijanje

Elementi koji su optereceni tlatno podlozni su gubitku stabilnosti — izvijanju. To je oblik bo¢nog
otklona koji se javlja prije nego $to presjek dosegne dopustenu ¢vrstocu.

Eulerova Kkriti¢na sila za idealan Stap dana je izrazom:

p _ m*El
kr — Lf

(7.21)

gdje je: Py — Eulerova kriti¢na sila izvijanja kod koje dolazi do gubitka stabilnosti tlaéno opterecenog
Stapa — mjerna jedinica je N ili KN; | —moment tromosti (inercije) oko osi okomite na smjer izvijanja —
obic¢no se gleda moment tromosti oko osi koja daje najmanju vrijednost; E — modul elasti¢nosti koje je
svojstvo materijala od kojeg je konstrukcija i odreduje se eksperimentalno — mjerna jedinica je MPa ili
N/mm?; L; — slobodna duljina izvijanja, a odreduje se sukladno slici 7.7.

Slobodna duljina izvijanja elementa ovisi o rubnim uvjetima, a predstavlja razmak izmedu dviju
susjednih tocaka infleksije njegove elasticne linije izvijanja.

Slika 7.9. Prikaz odredivanja slobodne duljine izvijanja ovisno o nacinu pridrzanja Stapa na
krajevima

Eulerova kriti¢na sila za idealan $tap Cesto se daje u formi Kkritiénog normalnog naprezanja prema

izrazu:
m2E

Or = (7.21)

gdje je: o — Eulerovo kriti¢no naprezanje pri kojem dolazi do izvijanja odnosno gubitka stabilnosti
tlatno optereéenog Stapa — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?; E — modul elasti¢nosti koje je svojstvo
materijala od kojeg je konstrukcija i odreduje se eksperimentalno — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?;
A — vitkost $tapa.

Vitkost stapa definirana je kao:
A=t (7.22))

imin
gdje je: A — vitkost stapa; L; — slobodna duljina izvijanja, a odreduje se sukladno slici 7.7; imin —
minimalna vrijednost polumjera tromosti.

Polumjer tromosti (radijus inercije) odreduje se preko izraza:

. I . I,
Ly =\/% b= (7.23))

gdje je: iy, i, — polumjer tromosti (radijus inercije) oko osi y, odnosno osi z; ly, I, — momenti tromosti
presjeka oko osi y, odnosno z; A — povrsina popre¢nog presjeka.
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Minimalna vrijednost polumjera tromosti je ona koja prema izrazima 7.23. daje najmanju vrijednost.
Uglavnom je ona mjerodavna za kritino naprezanje kod izvijanja.

Minimalna vrijednost polumjera tromosti (radijus inercije) pravokutnog presjeka odreduje se preko
izraza:

Lmin = \/g a=0289-a (7.24))

gdje je: imin — minimalni polumjer tromosti (radijus inercije) pravokutnog presjeka; a — manja dimenzija
pravokutnog presjeka.

Slijedi prikaz prora¢una maksimalnih naprezanja u nekom presjeku i opcenito na konstrukciji.

7.2.1. Naprezanja— 1. primjer

A P=40kN U karakteristicnim presjecima A, B 1 C
EEEEEEEEE—— ! - . .
m_‘ . N 7, potrebno je odrediti normalna (aksijalna)
© 3! 5 / naprezanja za zadani presjek 10/12 cm.
lC S‘ —‘/—>
15 1.0 ¥ Vlastitu tezinu treba zanemariti.
|
10

1. Presjek A-A

Presjek je opterecen samo uzduznom vlacnom silom:

_N_ = 0,0333 kN/cm?
TA 10-12 fem
a0 %
87 L.
— - 0 = 0,0333 kN/em?

2. Presjek B-B

Presjek je opterecen samo momentom savijanja:
M = 2,0kNm
Moment otpora pravokutnog presjeka iznosi:

10122 ,
W1,2 = 6 = 240,0 cm

Normalno naprezanje od savijanja pravokutnog presjeka iznosi:

M 200
01, = — = —— = £0,833 kN/cm?
4 W, 240

0.= 0.833 kN/cm?

10 T T T T T y=-0,833 kN/em?
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Moment je uvrsten u jedinici KNcm, kako bi bio u skladu s jedinicom momenta otpora u
nazivniku. Pripazimo na orijentaciju momenta koji djeluje na nacin da uzrokuje rastezanje
gornjeg ruba presjeka, odnosno vla¢no naprezanje oznaceno pozitivnim predznakom. Analogno
tome donji rub se skracuje, pa tu nastaje tlano naprezanje oznaceno negativnim predznakom.

3. Presjek C-C

Presjek je optere¢en momentom savijanja i uzduznom silom:
M = 2,0kNm
N = 4,0kN

Stoga se ovdje radi o sloZenom stanju naprezanja, pa moramo kombinirati naprezanje od oba
utjecaja:

N Mt 200 0333 + 0,833 kN/em?
2T AW, T 10-127240 O ED fem

g, = 0,0333 + 0,833 = 0,866 kN /cm?
o4 = 0,0333 — 0,833 = —0,800 kN /cm?

@.- 0,866 kN/cm?>

10 g,= - 0,800 kN/cm?

7.2.2. Naprezanja— 2. primjer

jek

Na slobodno poloZeno tijelo gustoée 400 kg/m? djeluje vjetar w = 0,8 KN/m?2,

Liiid gy
NN N w

£ Potrebno je izradunati i nacrtati normalna naprezanja u kN/m? na kontaktnoj
povrsini tijela i tla.

=3
J
[

R

20,

N )

Najprije zadana optereCenja svedemo na koncentrirane sile. Radi
jednostavnijeg izratuna usvajamo da je g = 10,0 m/s?2.

y =400 kg/m3 = 4000 N/m3 = 4,0 kN/m?3
E — —
E G=(2-2-1+1-2-4)-40=48,0kN
<
W =(2-5)-0,8=80kN
1.33
_ « Vlastita tezina djeluje u tezistu tijela koje je od lijevog ruba
12 udaljeno:
- 2:5-05+2-1-15 5+3 2
x= = =—==10,667m

12 12 3
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Opterecenje od dobivenih sila na kontaktnoj povrsini tijela i tla iznosi:

N =G =48,0 kN

1 1
M:W-Z,S—G-§=8-2,5—48-§=4,0kNm

Presjek i Stoga normalno naprezanje od uzduzne (vertikalne) sile iznosi:
oV = _‘TN = %4;3 = —12,0 kN/cm?
§ Normalno naprezanje od savijanja iznosi:
M 4
| oih, = W, =557 =130 kN /cm?
a2

M kombinirati naprezanje od oba utjecaja:

gﬁ Kako se ovdje radi 0 sloZzenom stanju naprezanja, moramo
|

12,0 kN/m?

012 =0V + oy, =-12,0£3,0

|
3,0 | |
Om ‘@::-s‘:,:@ 3.0 KN/m?2 )
| o, = —12 +3,0 = =9,0 kN/cm

0, =—12-3,0=-15,0 kN/cm2
]
15,0 KN/m?

7.2.3. Naprezanja— 3. primjer

Za zadani koso polozen presjek dimenzija 14/24
cm potrebno je odrediti najveée normalno
naprezanje u najopterecenijem presjeku.

q=4kN/m'

e

4.0m

Kako se radi o jednostavnoj gredi optere¢enoj kontinuiranim opterecenjem, najve¢i moment
savijanja nalazi se na sredini raspona i iznosi:

L2 44,07
Mgy = 1o = === 8,0 kNm.

Dobiveni moment rastavlja se na moment oko osi y i moment oko osi z:
M, =M -cosa =8,0-cos18°=7,61kNm
M, =M -sina = 8,0-sin18° = 2,47 kNm

Pripadajuc¢i momenti otpora oko osi Y i z iznose:

14 - 242 s
Wy = 6 = 1344 cm
24 - 1472
W, = = 784 cm?
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Stoga je najvece normalno naprezanje na donjem uglu presjeka jednako:
M, M, 761 247

=X 20 L 2 (88 kN /om?
Omax = ¥y = 1344 T 784 ~ OB8KN/em

Moment je uvrSten u jedinici kNcm, kako bi bio u skladu s jedinicom momenta otpora u
nazivniku.

7.2.4. Naprezanja— 4. primjer

U presjeku C zadane grede treba odrediti i nacrtati dijagrame normalnih i posmi¢nih naprezanja za
prikazani presjek.

7y
'

o r
&
— . 3
g =8.0 kKN/m I
IEEENAEEEENEEEE 2
CY NN > Yo
i 10 ,10 _10
50 20 7 i # #
y ¥ ) » 30 I
Najprije izra¢unamo reakcije.
ZMAZO
8-7-3,5
Rg-5—q-7-35=0 —>RB=T=39,2kN
ZMBZO
8-7-1,5
q:7:15—Ry-5=0 >Ry =———"=168kN

Zatim nacrtamo dijagrame unutarnjih sila i odredimo unutarnje sile u presjeku C.
Ve = 23,2 kN (zanemaren negativan predznak)
M, = —16,0 kNm
~—q=8.0kN/m'
T T T T

SN AR oin ol A A few B O

Osnove statike za arhitekte 157



7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

7 Zatim odredujemo geometrijska svojstva zadanog presjeka, koja
' —— su ham potrebna za daljnji rad.
9 o Kako bismo odredili povrsinu i poloZaj tezista, podijelimo zadani
@ R presjek na jednostavne pravokutnike, na nacin da od vece
o ‘ A povrsine A; oduzmemo manju povrsinu A,.
T Ay = Ay — A, = 3030 — 30+ 30 = 700 cm?
A
30
—

Zatim odredujemo poziciju teZista po z osi.

_A;-15-4,-20 30-30-15-30-30-20

= 13,57
% A 700 cn
Kada smo odredili poziciju teziSta, dalje sve raCunamo oko
nZ ox .
« | teziSne os1 Y.
g i Moment inercije oko teziSne osi y odredujemo kao razliku
Q E*_ 2Z ez momenata inercije povrSine A1 i povrSine A;.
B - 4 3
e | L= 223% 4 30.30- (15 - 13572
R : y~ | 12 ( S7)
15 ¢ 15 3
# 3"0 * 10-20 )
— — 17 +10-20-(20—13,57)
= 54404,76 cm*
Momenti otpora oko osi y iznose:
_ I, 5440476 400919 e
yd = T 357 oo
I, 54404,76 3
W, = =3311,31cm

v9 30—z 1643

Normalna naprezanja u donjem i gornjem rubu presjeka iznose:

M 1600
= = — — N 2
Oy W, 4009,19 0,399 kN/cm
M; 1600
== = 0,483 kN /cm?
%= w,, 331131 /em

Predznake normalnih naprezanja odredujemo temeljem deformacijske linije, odnosno pozicije
momentnog dijagrama. Kako je u presjeku C momentni dijagram s gornje strane, vlacno
naprezanje u presjeku takoder mora biti s gornje strane. Analogno tome, tlacno naprezanje mora
biti s donje strane presjeka.

Zatim odredujemo posmi¢na naprezanja u teziStu presjeka i u tocki A gdje se mijenja Sirina
presjeka. Da bismo izra¢unali posmi¢na naprezanja, nedostaju nam vrijednosti statickih
momenata oko osi y u navedenim tockama.
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Stati¢cki moment u to¢ki A odredujemo za povrSinu ispod te

N

A; tocke kao umnozak povrSine s udaljenos¢u od tezista te povrsine
@ i do teziSta ukupnog presjeka.
© :
=1 G LN s B Sy'A=30-10-(13,57—5)=257lcm3
I~ G N P B
g o 2%
15 | 15
gt
30
Ak
Wz Staticki moment u teziStu presjeka odredujemo za povrSinu
i ispod ili iznad teZiSne osi y. Kako je tako jednostavnije,
(w2} ! g e e . Vv ..
p : raCunamo staticki moment povrSine iznad teziSta. Vrijednost
={ e L H oo By staticCkog momenta je najveca u tezistu presjeka, pa tu vrijednost
> 7 ¥ ozna¢avamo indeksom max.
™ |
i - 16,43 3
15 . 15 Symax = 2+10-16,43 - (T) = 2699,45 cm
e

Sada imamo sve vrijednosti potrebne za izraGun posmicnih naprezanja. Kako se u to¢ki A
mijenja $irina presjeka, moramo izracunati vrijednost iznad (g) i ispod (d):
Ve Sya 23,2+ 2571
A= by 544047630
y Hd ’
_VerSya  232-2571
49 = b, 544047620

= 0,0365 kN /cm?

= 0,0548 kN /cm?

Ve Symax _ 23,2-2699,45
b 54404,76 - 20

= 0,0576 kN /cm?

Tmax
Iy

Na kraju prikazemo dobivene vrijednosti u dijagramima naprezanja.

. o - dijagram T - dijagram
A
. ! a,= 0,483 kNfom?
N AT v 1 /17 —7
3 | >
ol 2 i ) ,
b= N il B L P I A Tmax = 0,0576 kN/cm
M~ i A I e 0,0548 szcm2
0 ‘A 0,0365 KN/c
™ !
— ! @
A = 030a kvor®
gy = -0, Cl
" 15 i 15
30
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7.3. Deformacije

Pod djelovanjem opterecenja, konstrukcijski elementi dozivljavaju deformacije — promjene oblika ili
dimenzija. U stati¢kim proracunima najée$c¢e nas zanima promjena duljine elementa pod djelovanjem
uzduzne sile ili zakrivljenje grede uslijed savijanja.

UzduZno produljenje

Promjena duljine Stapa pod djelovanjem uzduzne sile naziva se uzduzna deformacija ili dilatacija.
Razlikujemo:

e apsolutno produljenje (Al) — iznos promjene duljine

o relativno produljenje (¢) — promjena duljine u odnosu na izvornu duljinu.
LL4ell _fc?ag
Eﬂ] FDT
>
Al

ol

Slika 7.8. Prikaz izduljenja Stapa uslijed uzduznog optereéenja

Odnos izmedu njih:

e=2 (7.25)

lo

gdje je € — relativna deformacija — nema jedinice, a Cesto se izraZzava u postotcima i promilima; Al —
izduljenje $tapa uslijed djelovanja opterec¢enja; lo— pocetna duljina Stapa.

Godine 1676. Robert Hooke postavio je zakon koji povezuje naprezanje i deformaciju:
oc=FE-¢ (7.26.)

gdje je o—normalno naprezanje u presjeku — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?; € — relativna deformacija
— nema jedinice, a Cesto se izrazava u postotcima i promilima; E — modul elasti¢nosti koji je svojstvo
materijala od kojeg je konstrukcija i odreduje se eksperimentalno — mjerna jedinica je MPa ili N/mm?,

Hookeov zakon kaze da je normalno naprezanje proporcionalno relativnoj deformaciji, a omjer tih
dviju vrijednosti naziva se: modul elasti¢nosti ili Youngov modul (izrazava krutost materijala).

RADNI DUAGRAM: L —

Ig(af):% =E [MPa]

E = Youngov modul ELASTIENOSTI

&= i c=FE ¢
E
Hookeov zakon za jednoosno stanje

oL naprezanja (vrijede do tocke P).

o *

\j

Slika 7.9. Radni dijagram celika s prikazom odnosa naprezanja i relativne deformacije
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

Deformacije savijanjem — metoda virtualnog rada

Uslijed savijanja nekog Stapa, tj. optere¢enja momentom savijanja dolazi do krivljenja uzduzne osi.

PRIJE DEFORMACIJE

os p—- — -1 =]

Elasti¢na linija

Slika 7.10. Prikaz deformiranja Stapa izloZenog momentu savijanja na krajevima

Za prorac¢un deformacija savijanjem koristimo se metodom virtualnog rada, temeljenom na definiciji
rada kao umnoska sile i puta. Ova metoda omogucuje izracun progiba u to¢no odredenoj tocki grede.

Zanosac konstantne krutosti (EI), ravne osi i nelomljenog toka momenta, deformacija (progib) u zadanoj
tocki iznosi:

— [FemM
Y=l dx (7.27)

gdje je T — moment savijanja od virtualne sile; M — moment savijanja od vanjskih sila; E — modul
elasti¢nosti koji je svojstvo materijala; | — moment tromosti.

Ako izlu¢imo 1/El, preostali integral se moze izra¢unati kao produkt povr§ine momentnog dijagrama M
i vrijednosti momenta m nad teziStem povrSine M, pa se izraz 7.27. pojednostavljuje u diskretni oblik:

1 _
Y =2 Xi=y M @ (7.28)

gdje je m,— vrijednost momenta od virtualne sile nad teZiStem promatrane povr$ine momentnog

dijagrama; ®; — povrsina dijagrama momenta M.

7 ®
=@

Xy Xa

Slika 7.11. Shematski prikaz proracuna deformacije virtualnim radom

Ovi izrazi omoguéuju pouzdanu procjenu deformacija nosivih elemenata te su vazan dio analize
upotrebljivosti konstrukcija (npr. ogranicavanje progiba u stropovima, mostovima, konzolama itd.).

Slijedi prikaz prorac¢una deformacije konstrukcijskih elemenata pomoc¢u dvaju primjera.
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7.3.1. Deformacije — 1. primjer

g =12,0 kN/m'
I I T FTIdI T T T ITTT Treba odrediti normalno naprezanje u celi¢noj
zatezi presjeka @24mm i izraCunati horizontalni
o/ pomak tocke B, ako je modul elasti¢nosti zatege
Celiéna zatega @24 mm ¢ E:21 000 kNlcmz.
A B &4
P 6.0m ¥ 6.0m ¥

Najprije izraCunamo reakcije.

ZMA=O
Rg-12—q-12-6=0 — Ry = 72,0 kN
ZMB=0

Ry-12—q-12-6=0 > R, = 72,0 kN

~9=12,0KkN/m'  Kako bismo izracunali silu u zatezi, koja je po
TP definiciji unutarnja sila, potrebno je sustav
§5Cc rastaviti i analizirati samo jednu stranu.

Q

»  IME=0
<s B.." Rg6—q-6:-3—5-3=0—-S5=720kN
i 6.0m A
’ 1Rs

Normalno naprezanje u zatezi iznosi:

N S 72,0
o=—=

=2 =Y 15092 kN/cm?
A" rIn  1zzn . >92kN/em

Primjenom Hookeova zakona dobijemo relativno produljenje zatege:

E=2 o _ 1592 _ 000758
= — > = — = =
e °TE 21000
pa apsolutno produljenje zatege iznosi:
AL

€= AL =¢-L =0,000758-1200 = 0,91cm

Dakle, tocka B ¢e se pomaknuti za 9,1 mm udesno.
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7. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

7.3.2. Deformacije — 2. primjer

P-25—-A-5=0->A=10,0kN

P = 20 kN -, . - - -
Treba odrediti vertikalnu deformaciju (progib)
A B o tocke C na zadanom sustavu, ako je
, 25 , 25 , 20 , EI=10000kNm.
\ \ \ \
\ \ \ \
\ \ \ \
[m]] | |
| \ | XM =0
| V250 Vo, | |
! \ !
\ \
! \
| |

M =10,0-2,5=25,0kNm

|
My | =10-20=20kNm

Deformaciju od savijanja izraCunavamo pomocu izraza:

1 _
yzﬁ(m1-®1+m2-d>2)
Vrijednosti povrSina momentnog dijagrama ®; i momenata m iznose:

25-25

ch = CDZ 2 = 31,25
255
iy = - (=2,0) = —0,667
ml 5’0 ( ) ) )
25+ 52,5
g = ———3 . (=2,0) = —1,333

50

pa je vertikalna deformacija tocke C jednaka:
—1( 0,667 - 31,25 — 1,333 3125)—1 (—62,5)
y - EI ) ) ) ) - EI ) m

Kada uvrstimo zadanu krutost na savijanje, deformacija iznosi:
_ —62,5
10000

Dakle, tocka C se pomakne prema gore za 6,25 mm.

y = —0,00625m = —6,25 mm
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8. Zadaci za vjezbu

8. Zadatci za vjezbu

8.1. Sustav sila u ravnini
8.1.1. 1.zadatak

Odredite rezultantu zadanog sustava sila:

P=60,0kN /

P=18,0kN /

30 /e
A5

. P=40,0kN
A

8.1.2. 2.zadatak

Odredite silu S koja sa zadanim silama ima rezultantu R=40,0 kN:

P=20,0kN
";-'_'/

P=30,0kN
.;__&_.-4—___.._____.—__"-_.?. S

8.1.3. 3. zadatak

. Zamijenite zadani sustav sila, silama na pravcima a i b:

‘ﬁ P=20,0kN

P=6,0kN 607 60°
30 )
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8. Zadaci za vjezbu

8.1.4. 4.zadatak

Odredite rezultantu zadanog sustava sila:

A Y
A s
o %S
R
% Ja
50° 607 60 X
O | a0

’4|

8.1.5. 5. zadatak

3. Odredite rezultantu zadanog sustava sila:
y|

P=70,0kN ;;z;'Z/ |
~P=50,0kN

P=50,0kN-@ ATV X

F

8.1.6. 6.zadatak

_ Odredite silu S koja sa zadanim silama ima rezultantu R=50,0kN:

5 1\ R=50,0kN
' v c 2
% | O
4,0 "
| 3.0 | 50 | 3.0 | . ]
I | | | |

8.1.7. 7.zadatak

2.12. Zadani sustav sila rastavite na sile S, i S;:

P=5,0kN _ R\ P=8.0kN
P—6,0kN .
3,0 3,0 3,0
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8. Zadaci za vjezbu

8.2. RavnoteZa sustava

8.2.1. 1.zadatak

2. Uravnotezite zadani sustav sila:

/ P=15,0kN

P=10,0kN 60"
S

. 457

« P=20,0kN
sto,om@ N

8.2.2. 2. zadatak

Uravnotezite zadani sustav siia silama na pravcima a i b:

P=50,0kN
P=30, oerf\ /7 .

‘ﬂ P=20,0kN

8.2.3. 3. zadatak

.16. Zadani sustav sila uravnotezite silama S, i S,:

/ P=20,0kN

P=10,0kN
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8. Zadaci za vjezbu

8.2.4. 4.zadatak

7. Zadani sustav sila uravnotezite silama S, i S,:
P=5,0KN/ P=5,0kN

P=5,0kN
—
b
P=3,0kN 1}
P=4,0kN
60 60 \ 60 60 A
4,0 4,0 2,0 2,0

8.2.5. 5. zadatak

5. Zadani sustav sila rastavite na sile na pravcima a, b, i c:

0 AN 4

P=8,0kN

] .
P=20,0kN 5 N

V4 /F:: 25,0kN

8.2.6. 6.zadatak

26. Zadani sustav sila rastavite na sile na pravcima a, b, i c:

P=100N_s7 o
C - Q
-/P=10,0KN
o
a <
A1

8.2.7. 7.zadatak

Zadani sustav sila uravnotezite silama na pravcima a, b, i c:

oP=4OD%kN ¢ B~ p=20,0kN

2l

P=60,0kN  P=10,0kN
[0, 20 20 10,
o f I
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8. Zadaci za vjezbu

8.3. Ravnoteza krutog tijela u ravnini

8.3.1. 1.zadatak
Odredite reakcije.

P=15,0kN P=10,0kN P=20,0kN

@ — g=4,0kN/m

7 B
2,0 2,0 2,0 1,0
[ | | [ |
[ [ | [

8.3.2. 2.zadatak

Odredite reakcije.

P=30,0kN P=20,0kN

H U q 6,0kN/m

A LN / B
| 20 <l | 40 | =0 |
[ [

8.3.3. 3. zadatak

Odredite reakcije.

P=20,0kN @ P=25,OkN{JO P=25,0kN
>
o
o
A B C 1
101,010 30 2,0
L1 | JI

8.3.4. 4.zadatak

Odredite reakcije.

q=2,0kN/m-— P=6,0kN

A S
4,0 4,0 2.0
- f —

1.0 20
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8. Zadaci za vjezbu

8.4. Unutarnje sile

8.4.1. 1.zadatak

Odredite dijagram unutarnjih sila.

P:QO,UkNm@ q=10,0kN/m

/< AN
| 2,0 | 4.0 Il

8.4.2. 2.zadatak

Odredite dijagram unutarnjih sila.

P= EDTDI-{N

_ g=10,0kN/m' EI

6.0 20
| | |
| I I

8.4.3. 3. zadatak
Odredite dijagram unutarnjih sila.

P=20,0kN P=10,0kN P=10,0kN
@ @ - @ q=8,0kN/m

P=40,0kN ~ 2

<
\ 20 | 20 | 30 1.0, 20
I | | [ |
8.4.4. 4.zadatak
Odredite dijagram unutarnjih sila.
P=20,0kN ~ g=10,0kN/m

P=25,0kN

=
5—15,0kN P=10,0kN <

4,0 | 2,0 |
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8. Zadaci za vjezbu

8.5. Konstrukcijski sustavi

8.5.1. 1.zadatak

Odredite dijagram unutarnjih sila.

g=2,0kN/m @P=4,0kN

P

- N
4.0 |I 0 |
I

2,0

8.5.2. 2. zadatak

Odredite dijagram unutarnjih sila.

P=40,0kN q=20,0kN/m

a=100kN/m -~ IL T

AN °C
2.0 3,0 3,0 3.0

8.5.3. 3. zadatak

Odredite dijagram unutarnjih sila.

AN == 7\

| 3.5 | 2,0 | I,5| '
I I I | | |

8.5.4. 4.zadatak

Odredite dijagram unutarnjih sila.

P=12,0kN
@ @ q=14,0kN/m
/< A A ©
1,0

4,0 II .0 | 3.0
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8. Zadaci za vjezbu

8.5.5. 5. zadatak

Odredite dijagram unutarnjih sila.

——

P=8,0kN
o
=
L Ly T
4,0
8.5.6. 6. zadatak
Odredite dijagram unutarnjih sila.
JIP1 =24.0 kN
CA )\_
<
N <
B,=12kN T ”
2:
5 BL oF
A JT A e
VAN
. 4,0 L 4,0 L 20
8.5.7. 7.zadatak
Odredite dijagram unutarnjih sila.
P=12,0kN P=18,0kN P=18,0kN
q=15,0kN/m’
o
=
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8. Zadaci za vjezbu

8.5.8. 8. zadatak

Odredite dijagram unutarnjih sila.

P=16,0kN g=10kN/m' P=8,0kN
=
Q
20 40 I 6.0 20
I | | | |
P=8kN

3.0 3.0 3.0 3.0
8.5.10. 10. zadatak
P =6kN
2]
Q- R |P=6kN
- P =6kN
o
b R
2.0 2.0 2.0
8.5.11. 11. zadatak
P P
| -
o A
(o]
B R

2.0 20 20 2.0 2.0

Ritterovom metcdom
odrediti sile u Stapovima
oznacenim presjekom R-R.

Grafi¢kom metodom odrediti
reakcije, pa grafickom
metodom presjeka odrediti
sile u Stapovima oznacenim
presjekom R-R.

P=20kN

Grafickom metodom
presjeka odrediti sile u
Stapovima oznadenim

C presjekom R-R.

Oznaditi Stap u kojem je
sila jednaka nuli.
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8. Zadaci za vjezbu

8.5.12. 12. zadatak
P, = 40,0 kN
o P> =20,0kN Metodom Cremona
o odrediti sile u svim
A Stapovima.
%B p
3.0 3.0 3.0
8.5.13. 13. zadatak
Odredite dijagram unutarnjih sila.
P=10,0kN P=6,0kN - —T
v :
[N ]
O O —]

Grafickom metodom
odrediti reakerje.
Dijagrame
unutarnjih sila
nacrtati kvalitativno.

8.5.15. 15. zadatak
J,H =12.0 kN
P,= 12.0 kN
<
™ a) Analitickom metodom
odrediti reakeije, te odrediti
s 1 nacrtati dijagrame
p, 30 , 30 , 30 , unutarnjih sila.

b) Provjeriti reakeije
grafickom metodom
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8. Zadaci za vjezbu

8.6. Geometrijska svojstva ploha, naprezanja i deformacije

8.6.1. 1.zadatak

Odredite povrSinu popre¢nog presjeka, teziSte i moment tromosti u odnosu na teziste.

1 al

26,0

80 40 8.0

R

8.6.2. 2.zadatak

Odredite povrSinu poprec¢nog presjeka, teziSte i moment tromosti u odnosu na teziste.

20

—

30

30

—

8.6.3. 3.zadatak

Odredite povrsinu poprec¢nog presjeka, teziSte i moment tromosti u odnosu na teziste.

|

6,0 4060

b

8.6.4. 4.zadatak

12,0

40 120

Odredite povrsinu poprenog presjeka, teziSte i moment tromosti u odnosu na teziste.
Q
= ]

Q
O

——

Q
@

8.0 16,0 8.0
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8. Zadaci za vjezbu

8.6.5. 5. zadatak

Odredite i nacrtajte dijagrame normalnih i posmi¢nih naprezanja u najopterecenijem presjeku zadanog
sustava.

g=10,0kN/m'  P=30,0kN - l

6,0 2.0

8.6.6. 6.zadatak

Odredite i nacrtajte dijagrame normalnih i posmiénih naprezanja u presjeku A zadanog sustava.

q=8,0kN/m'

P=28,0kN E
| | 2]

CA
3.0 60 8.0 60

—— ——H

8.6.7. 7.zadatak

140 6.0

Odredite i nacrtajte dijagram normalnih naprezanja u nivou temeljnog sloja, ako je G = 150 kN.

/' P=100,0kN
60
=11 |
IS, G| o
> L L
Q

|2,Um |

8.6.8. 8. zadatak

Odredite najveée normalno naprezanje u najopterecenijem presjeku zadanog sustava.

So
/2
n
s |
caé: I— >0 /I\
30 IS I |
L%
h\
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8. Zadaci za vjezbu

8.6.9. 9. zadatak

Odredite vertikalni pomak vrha stupa ako je greda opterecena silom P = 12,0 kN, a modul elasti¢nosti
materijala od kojeg je izveden stup iznosi E = 10000 N/mm?,

15

B
o
4.0

8.6.10. 10. zadatak

Odredite progib (vertikalnu deformaciju) u presjeku C.

P=10,0kN P=40,0kN P=10,0kN  El=3000kNm?

¢
| 2.0 | 2.0 : 2.0 | 2.0

I
I ! I I I

8.6.11. 11. zadatak

Odredite progib (vertikalnu deformaciju) u presjeku C.

 P=20kN  P=1,0kN EI=500kNm?

'c
0.9 0,9

| | |

| I |
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